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1 Äèñêðåòíûå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé, ñëóæàùèõ äëÿ îïèñàíèÿ äèñ-
êðåòíûõ (êâàíòîâàííûõ âî âðåìåíè) äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1.1. Äèíàìè÷åñêèì ïðîöåññîì (äâèæåíèåì) íàçûâàåòñÿ
ðàçâèòèå âî âðåìåíè íåêîòîðîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ. Ê ïðîöåññàì îòíîñÿò äâè-
æåíèÿ ìåõàíèçìîâ, òåïëîâûå ÿâëåíèÿ, ýêîíîìè÷åñêèå è ýêîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû.

Ïðîöåññû ïîðîæäàþò èíôîðìàöèîííûå ïîòîêè, ò.å. âòîðè÷íûå ïðîöåññû, íåñóùèå
èíôîðìàöèþ î ðàññìàòðèâàåìîì ÿâëåíèè.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1.2. Ïðîöåññ, ñîäåðæàùèé èíôîðìàöèþ î ðàçâèòèè ÿâëåíèÿ
(ïåðâè÷íîì ïðîöåññå), íàçûâàåòñÿ ñèãíàëîì.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèãíàëà ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü åãî èíôîðìàöèîííîå ñîäåðæàíèå
(èíôîðìàöèþ î ïåðâè÷íîì ïðîöåññå) è ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó ñîîòâåòñòâóþùåãî âòî-
ðè÷íîãî ïðîöåññà (íîñèòåëÿ).

Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè ïðèíÿòû ñâîè îïðåäåëåíèÿ è ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ
ñèãíàëîâ. Íàïðèìåð, êèáåðíåòè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ýòîãî ïîíÿòèÿ ïðåäóñìàòðèâàåò îò-
êàç îò èçó÷åíèÿ ïðèðîäû è ïåðâè÷íîãî ïðîöåññà, è íîñèòåëÿ ñèãíàëà. Ñèãíàë îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ êîëè÷åñòâåííîé èíôîðìàöèåé îá èçìåíåíèè ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
èçó÷àåìîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ïî ðàçëè÷íûì ïðè÷èíàì ðåàëüíûé
ñèãíàë íå ñîäåðæèò âñåé èíôîðìàöèè î ðàçâèòèè ÿâëåíèÿ, íî ìîæåò ñîäåðæàòü è
ïîñòîðîííþþ èíôîðìàöèþ.

Ðàçâèòèå ïðîöåññà íåïðåðûâíîãî âðåìåíè (íåïðåðûâíîãî, íåêâàíòîâàííîãî
ïðîöåññà) õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåìåííîé x(t), ïðèíèìàþùåé ïðîèçâîëüíûå çíà÷íèÿ
èç ÷èñëîâîé îáëàñòè X è îïðåäåëåííîé â ëþáûå ìîìåíòû âðåìåíè t > t0.

Ðàçâèòèå äèñêðåòíîãî (êâàíòîâàííîãî ïî óðîâíþ) ïðîöåññà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïå-
ðåìåííîé x(t), ïðèíèìàþùåé ñòðîãî ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ xi, i = 0, 1, 2, . . ., è
îïðåäåëåííîé â ëþáûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî ïîëîæèòü

xi = i ·∆, i = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå ∆ � ïðèðàùåíèå èëè äèñêðåòà.
Ê êâàíòîâàííûì ïî óðîâíþ ïðîöåññàì îòíîñÿò:

• ðåëåéíûå ïðîöåññû è äâîè÷íûå ñèãíàëû;

• ïðåðûâèñòûå ïðîöåññû â äèñêðåòíûõ àâòîìàòè÷åñêèõ ëèíèÿõ;

• äâèæåíèå ïíåâìàòè÷åñêèõ ðîáîòîâ-ìàíèïòÿòîðîâ, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî
ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæåíèé â ïðîñòðàíñòâå;

• ïðîöåññû îáíîâëåíèÿ èíôîðìàöèè â ðåãèñòðàõ.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî ñîñòîÿíèé n äîñòàòî÷íî âåëèêî èëè ïðèðàùåíèå ∆
ìàëî, êâàíòîâàíèåì ïî óðîâíþ ïåíåáðåãàþò.

Ðàçâèòèå äèñêðåòíîãî ïðîöåññà, èëè ïðîöåññà äèñêðåòíîãî âðåìåíè, õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ïåðåìåííîé x(t), ïðèíèìàþùåé ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ è îïðåäåëåííîé â ôèêñè-
ðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè ti, ãäå i = 0, 1, 2, . . .. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êâàíòîâàíèå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì èíòåðâàëîì êâàíòîâàíèÿ (äèñêðåòíîñòè) T , ò.å.

t = i · T, i = 0, 1, 2, . . .

Ê äèñêðåòíûì ïðîöåññàì òàêîãî ðîäà îòíîñÿòñÿ:
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• ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ êàëåíäàðåì (äèíàìèêà êóðñà, ðîñòà öåí,
ñïàäà ïðîèçâîäñòâà è ò.ï.);

• ïðîöåññû â öèôðîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ, ãäå T = 1/f , f � òàêòîâàÿ
÷àñòîòà ïðîöåññîðà;

• ïðîöåññû â öèôðîâûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ äèñêðåòíîñòü ïî âðåìå-
íè îáóñëîâëåíà öèêëè÷åñêèì õàðàêòåðîì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè â âûõîäíîì
ðåãèñòðå óïðàâëÿþùåé ÝÂÌ.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ (ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèòåëüíîñòüþ äðóãèõ ïðîöåññîâ) èíòåð-
âàëàõ T äèñêðåòíîñòüþ ïî âðåìåíè ïðåíåáðåãàþò, è êâàíòîâûé ïî âðåìåíè ïðîöåññ
îòíîñÿò ê ïðîöåññàì íåïðåðûâíîãî âðåìåíè.

Ê äèñêðåòíûì îáû÷íî îòíîñÿò òàêèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ïðîöåññû è ñèãíàëû,
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ïåðåìåííîé x(t), ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿþùåéñÿ â ôèêñè-
ðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàíòîâàíèå ïî âðåìåíè ñ ïîñòîÿííûì èí-
òåðâàëîì (ïåðèîäîì èëè èíòåðâàëîì äèñêðåòíîñòè) T , áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèãíàëû
äèñêðåòíîé ñèñòåìû x(kT ) ïðåäñòàâëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èäåàëüíûõ èìïóëü-
ñîâ ðàçëè÷íîé àìïëèòóäû, îïðåäåëåííûõ â ðàâíîîòñòîÿùèå ìîìåíòû âðåìåíè t = kT .
Öåëîå ÷èñëî k = 0, 1, 2, . . . íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, à ñàìè àìïëèòóäíî-
ìîäóëèðîâàííûå èìïóëüñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ðåøåò÷àòûìè ôóíêöèÿìè.

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé äèñêðåòíûå ñèãíàëû ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ÷à-
ñòî çàïèñûâàþòñÿ ïðîñòî êàê ôóíêöèè äèñêðåòíîãî âðåìåíè x(k), ò.å.

x(k)
∆
= x(kT ).

1.1 Äèñêðåòíûå ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

Îïèñàíèå äèñêðåòíîãî ïðîöåññà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà (ìîäåëè âõîä-
âûõîä) è ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (ìîäåëè âõîä-ñîñòîÿíèå-âûõîä), à òàê-
æå èõ îïåðàòîðíûå ôîðìû. Äèñêðåòíûå ìîäåëè ëèáî îòðàæàþò äèíàìèêó ðåàëüíûõ
êâàíòîâàííûõ ïî âðåìåíè ïðîöåññîâ, ëèáî ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç ôîðì ïðèáëèæåííîãî
îïèñàíèÿ ñèñòåì íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ðàññìîòðåíèÿ âîïðîñîâ êâàíòîâàíèÿ è ìåòîäîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ê äèñêðåòíîé ôîðìå, ò.å. èõ äèñêðåòèçàöèè.

1.1.1 Ïîñòðîåíèå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ñèñòåì äèñêðåòíîãî âðåìåíè, ïîëó-
÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ðåàëüíûõ (ôèçè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ è ò.ä.) ïðîöåññîâ
â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû äèñêðåòíîãî âðåìåíè k.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñ÷åò÷èê, ñîäåðæàíèå êîòîðîãî â äèñêðåòíûå ìîìåíòû
âðåìåíè k îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé x1(k) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x1(0) = x10. Â ìîìåíò
k íà âõîä ñ÷åò÷èêà ïîñòóïàåò ñèãíàë x2(k), â ðåçóëüòàòå ÷åãî â ïîñëåäóþùèé ìîìåíò
äèñêðåòíîãî âðåìåíè k+1 ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå ñîäåðæàíèÿ ñ÷åò÷èêà íà âåëè÷èíó
ýòîãî ñèãíàëà:

x1(k + 1) = x1(k) + x2(k). (1)
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Ðèñ. 1: Ñèñòåìà ñêëàä-ìàãàçèí

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ñ÷åò÷èêà, ïðåäñòàâëåííîé â ôîðìå ðàçíîñò-
íîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Çíà÷åíèå x1(0) = x10 èãðàåò ðîëü íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ.

Óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîé ôîðìå. Ââåäåì äëÿ ýòîãî îïåðàòîð
ñäâèãà (óïðåæäåíèÿ) z, äåéñòâóþùèé ïî ñõåìå

z x(k) = x(k + 1),

è ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

x1(k) =
1

z − 1
x2(k). (2)

Îïåðàòîð 1/(z − 1) ÿâëÿåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé äèñêðåòíîé ñèñòåìû.
Äëÿ äèñêðåòíûõ è äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ ñèñòåì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèñêðåò-

íîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè. Ïóñòü u(k) � âõîäíîé äèñêðåòíûé ñèãíàë òàêîé ñè-
ñòåìû, à y(k) � å¼ äèñêðåòíûé âûõîäíîé ñèãíàë, k = 0, 1, 2, . . . . Òîãäà ïåðåäàòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ W (z) òàêîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

W (z) =
Y (z)

U(z)
,

ãäå U(z) è Y (z) � z-ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ñèãíàëîâ u(k) è y(k) ñîîòâåòñòâåííî:

U(z) = Z {u(k)} ≡
∞∑
k=0

u(k)z−k, (3)

Y (z) = Z {y(k)} ≡
∞∑
k=0

y(k)z−k. (4)

Ïðèìåð 2. Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîõîæäåíèå îäíîðîäíûõ ïðåäìåòîâ (òîâàðîâ) â
òîðãîâîé ñèñòåìå ñêëàä-ìàãàçèí, ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 1. Çäåñü x1(k) � ÷èñëî òîâàðîâ â ìàãàçèíå, x2(k) � òîâàðû, ïîñòóïàþùèå ñî ñêëà-
äà, u(k) � çàêàçàííîå êîëè÷åñòâî òîâàðîâ, f(k) � ÷èñëî ðåàëèçîâàííûõ òîâàðîâ, k �
äèñêðåòíîå âðåìÿ â äíÿõ. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (â ìîìåíò k = 0 õàðàêòåðè-
çóåòñÿ çíà÷åíèÿìè x1(0) è x2(0)).

Äèíàìèêà òîâàðîâ â ìàãàçèíå îïèñûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

x1(k + 1) = x1(k) + x2(k)− f(k), (5)

â êîòîðîì ÷èñëî ïðîäàííûõ åäèíèö òîâàðà f(k) âûñòóïàåò â ðîëè âîçìóùàþùåãî
âîçäåéñòâèÿ. Ïîëàãàÿ, ÷òî çàÿâêà âûïîëíÿåòñÿ ñêëàäîì ñ çàäåðæêîé â îäèí äåíü,
çàïèøåì ìîäåëü ñêëàäà â âèäå

x2(k + 1) = u(k), (6)
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Ðèñ. 2: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû ñêëàä-ìàãàçèí

ãäå çàÿâêà u(k) íà òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî òîâàðà èãðàåò ðîëü óïðàâëÿþùåãî âîçäåé-
ñòâèÿ. Åñëè çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñòàâèòñÿ êàê çàäà÷à ðåãóëèðîâàíèÿ îáúåìà òîâàðîâ
â ìàãàçèíå, òî ïåðåìåííàÿ x1 ñ÷èòàåòñÿ âûõîäîì ñèñòåìû:

y(k) = x1(k). (7)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ (5)�
(6) è óðàâíåíèåì âûõîäà 7. Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñâÿçûâàþò çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ x1 è x2 â ïîñëåäóþùèé ìîìåíò äèñêðåòíîãî âðåìåíè (ñëåäó-
þùèé äåíü) k + 1 ñ ïåðåìåííûìè ñèñòåìû â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè k.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà ñäâèãà z ïîëó÷åííûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (5)�(6)
ìîæíî ïðèâåñòè ê îïåðàòîðíîé ôîðìå:

x1(k) =
1

z − 1
(x2(k)− f(k)), (8)

x2(k) =
1

z
u(k), (9)

óäîáíîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðíîé ñõåìû (ðèñ.2).
Ìîäåëü äèñêðåòíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå âõîä-âûõîä.

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå (5) ïåðåïèñûâàåòñÿ äëÿ âðåìåíè k + 2:

x1(k + 2) = x1(k + 1) + x2(k + 1)− f(k + 1). (10)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (6) è (7), íàõîäèì

y(k + 2)− y(k + 1) = u(k)− f(k + 1). (11)

Ïîëó÷åííîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñâÿçûâàåò îáúåìû òîâàðîâ â ìî-
ìåíòû äèñêðåòíîãî âðåìåíè k + 1 è k + 2 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè çàêàçà
u(k) è ïðîäàæ f(k + 1).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè êîëè÷åñòâà òîâàðîâ â ìàãàçèíå y íà çàäàí-
íîì óðîâíå y∗ = const ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðîñòåéøàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ
çàêàçàìè � ïðîïîðöèîíàëüíûé àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ

u(k)−Kε(k), (12)

ãäå
ε(k) = y∗ − y(k)

� îòêëîíåíèå,K � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò. Ãðàôèêè ïðîöåññîâ â òàêîé ñèñòåìå ïðè
ïîñòîÿííîì ñïðîñå f(k) = const ïðèâåäåíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ñèãíàëàìè
(ðåøåò÷àòûìè ôóíêöèÿìè) y(k) = x1(k), x2(k), u(k) è f(k).
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Ïðîöåäóðà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëà íåïðåðûâíîãî âðåìåíè x(t) ê äèñêðåòíîìó
(êâàíòîâàííîìó ïî âðåìåíè) âèäó íàçûâàåòñÿ êâàíòîâàíèåì. Òàêàÿ ïðîöåäóðà îò-
ðàæàåò êàê ðåàëüíûå ïðîöåññû, ïðîõîäÿùèå â öèôðîâûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ, òàê
è ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè, èñïîëüçóþùèåñÿ â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ òåîðèè èíôîðìà-
öèè.

Â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èìïóëüñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(kT ) (ðå-
øåò÷àòàÿ ôóíêöèÿ), êîòîðàÿ ïðè t = kT ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ñèãíàëîì:

x(kT ) = x(t)|t=kT ,

à â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè íå îïðåäåëåíà. Ïîòåðÿ èíôîðìàöèè ïðè êâàíòîâàíèè
çàâèñèò îò âåëè÷èíû èíòåðâàëà êâàíòîâàíèÿ T èëè ÷àñòîòû êâàíòîâàíèÿ

ω =
2π

T
.

Âûáîð èíòåðâàëà T îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé òåîðåòè÷åñêîé âîçìîæ-
íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî ñèãíàëà ïî ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ
èìïóëüñíîé ïîñëåîâàòåëüíîñòè (äèñêðåòíîé âûáîðêå), ÷òî îòðàæàåò ñîäåðæàíèå èç-
âåñòíîé òåîðåìû ïðåðûâàíèÿ (òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà).

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.1. Íåïðåðûâíûé ñèãíàë x(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåðïîëÿ-
öèîííîãî ðÿäà:

x(t) =
∞∑

k=−∞

x(k∆)sinc
[ π

∆
(t− k∆)

]
,

ãäå sinc(x) = sin(x)/x � ôóíêöèÿ sinc. Èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè óäîâëåòâîðÿåò îãðà-
íè÷åíèÿì 0 < ∆ 6 1

2fc
. Ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ äàííîãî ðÿäà åñòü äèñêðåòíûå îòñ÷¼-

òû ñèãíàëà x(k∆).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñèãíàëà x(t) ïî èçâåñòíîé ðåøåò÷àòîé ôóíêöèè
x(kT ), ïîëàãàÿ, ÷òî ñïåêòð ñèãíàëà x(t) îãðàíè÷åí ÷àñòîòîé ωmax. Òîãäà, â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òåîðåìîé ïðåðûâàíèÿ, òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè x(t) òåîðåòè÷åñêè
âîçìîæíî ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷àñòîòà êâàíòîâàíèÿ ω áîëåå ÷åì â 2 ðàçà ïðåâîñõîäèò
íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó ωmax, à äëÿ èíòåðâàëà êâàíòîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ

T <
π

ωmax
. (13)

Äàííîå íåðàâåíñòâî øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì è äèñêðåòèçàöèè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé. Ïðèìåíåíèå òåîðèè ïðåðûâàíèÿ â
çàäà÷àõ ñèíòåçà öèôðîâûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ èìååò ñâîè îñîáåííîñòè.

1.1.2 Äèñêðåòèçàöèÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì

Ïîä äèñêðåòèçàöèåé ñèñòåìû ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå íåïðåðûâíîé äèíà-
ìè÷åñêîé ìîäåëè ê äèñêðåòíîé ôîðìå îïèñàíèÿ � îäíîé èç ôîðì ðàçíîñòíûõ óðàâ-
íåíèé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìîìåíòû t = kT èìïóëüñíûå ñèãíàëû x(kT )
ïîëó÷åííîé äèñêðåòíîé ìîäåëè ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïîâòîðÿþò çíà÷å-
íèÿ ñèãíàëîâ x(t) èñõîäíîé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì àâòîíîìíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé ñóùå-
ñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è äèñêðåòèçàöèè.
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Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñîñòîÿíèå-âûõîä ëèíåéíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

x′(t) = Ax(t), (14)

y(t) = Cx(t), (15)

ãäå x ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, x(0) = x0, y ∈ Rm � âåêòîð âûõîäà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(14) èìååò âèä

x(t) = eAtx0. (16)

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ x(t) â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðè t = kT ïîëó÷èì

x(kT ) = eAkTx0, (17)

à ïðè t = (k + 1)T �

x((k + 1)T ) = eA(k+1)Tx0 = eAT eAkTx0 = eATx(k). (18)

Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (14) èìååò âèä

x((k + 1)T ) = Adx(kT ), (19)

ãäå

Ad = eAT = I + TA+
T 2

2!
A2 + . . .+

T j

j!
Aj + . . . (20)

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå âûõîäà äèñêðåòíîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòà-
íîâêîé t = kT â âûðàæåíèå (15):

y(kT ) = Cdx(kT ), (21)

ãäå Cd = C. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà (19), (21), ïðîöåññû êî-
òîðîé â êâàíòîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè t = kT òî÷íî ñîâïàäàþò ñ ïðîöåññàìè â
èñõîäíîé ñèñòåìå (14)�(15). Òàê êàê ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû â ïðîìåæóòî÷-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè íå îïðåäåëåíû, òî êîððåêòíûé ïîäõîä ê äèñêðåòíîé ôîðìå
ïðåäóñìàòðèâàåò âûáîð äîñòàòî÷íî ìàëîãî èíòåðâàëà êâàíòîâàíèÿ T . Ìàêñèìàëü-
íî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå T óñòàíàâëèâàåòñÿ òåîðåìîé ïðåðûâàíèÿ (ñì. íåðàâåíñòâî
(13)).

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ìàòðèö óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîé è äèñ-
êðåòíîé ñèñòåì ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âàæíûé âûâîä î ñâÿçè èõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
à çíà÷èò è êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Â ñèëó îïðå-
äåëåíèÿ ìàòðèöû Ad è ñâîéñòâà ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû

zi = λi{eAt} = eλit, i = 1, n,

çàïèøåì
λi{Ad} = λi{eAT} = eTλi{A}, i = 1, n, (22)

÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ.
Ñâîéñòâî. Êîðíè pi õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà det(pI − A) íåïðåðûâíîé

ñèñòåìû (14)�(15) ñâÿçàíû ñ êîðíÿìè zi õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà det(zI−Ad)
ýêâèâàëåíòíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû (19), (21) ñîîòíîøåíèåì

zi = eTpi , i = 1, n. (23)

Çàìå÷àíèå. Îòîáðàæåíèå (23) íå îäíîçíà÷íî, è â îáùåì ñëó÷àå íåñêîëüêèì ðàç-
ëè÷íûì çíà÷åíèÿì pi ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå zi. Òåì íå ìåíåå ïðè âûáîðå
äîñòàòî÷íî ìàëîãî èíòåðâàëà T , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû ïðåðûâàíèÿ,
èìååò ìåñòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå êîðíåé íåïðåðûâíîé è ýêâèâàëåíòíîé
äèñêðåòíîé ñèñòåì.
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Ðèñ. 3: Ïðîöåññû äèñêðåòíîé ñèñòåìû

1.2 Ìîäåëè âõîä-âûõîä

Â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ ìîäåëü âõîä-âûõîä îäíîêàíàëüíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû
(îáúåêòà óïðàâëåíèÿ) ïðåäñòàâëåíà ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âèäà:

y(k + n) + a1y(k + n− 1) + . . .+ an−1y(k + 1) + any(k) =

= b1u(k + n− 1) + . . .+ bn−1u(k + 1) + bnu(k), (24)

ãäå y(k), u(k) � äèñêðåòíûå ñèãíàëû (ðåøåò÷àòûå ôóíêöèè), ñîîòâåòñòâóþùèå âûîä-
íîé è âõîäíîé ïåðåìåííûì, ai, bi � êîýôôèöèåíòû (ïàðàìåòðû ìîäåëè), n � ïîðÿäîê
ìîäåëè. Óðàâíåíèå (24) ñâÿçûâàåò çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ñèãíàëîâ u(k) â ðàçëè÷íûå ìî-
ìåíòû äèñêðåòíîãî âðåìåíè k, k + n ñî çíà÷åíèÿìè âõîäíûõ ñèãíàëîâ y(k) â ìîìåíòû
k, k + n− 1 (ðèñ.3). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âûõîäíîé ïå-
ðåìåííîé

y(0), y(−1), . . . , y(−n+ 1)

èçâåñòíû, à óïðàâëÿþùèé ñèãíàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

u(−1) = . . . = u(−n+ 1) = 0. (25)

Ìîäåëü (24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â îïåðàòîðíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå îïåðàòîð ñäâèãà (óïðåæäåíèÿ

z : z y(k) = y(k + 1)

è ïîëîæèì, ÷òî
zi y(k) = y(k + i).

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé óðàâíåíèå (24) ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

a(z)y(k) = b(z)u(k), (26)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû

a(z) = zn + a1z
n−1 + . . .+ an−1z + an, (27)

b(z) = b1z
n−1 + . . .+ bn−1z + bn. (28)

Îïåðàòîð a(z) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñèñòåìû (24), à
êîìïëåêñíûå ÷èñëà zi, i = 1, n, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

a(z) = 0, (29)
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íàçûâàþòñÿ ïîëþñàìè ñèñòåìû.
Êîðíè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

(z) = 0, (30)

ò.å. êîìïëåêñíûå ÷èñëà z0
i , i = 1,m, íàçûâàþòñÿ íóëÿìè ñèñòåìû (24).

Èç óðàâíåíèÿ (26) ëåãêî íàéòè ÿâíóþ ñâÿçü ïåðåìåííûõ y(k) è u(k) â âèäå îïå-
ðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

y(k) = W (z)u(k), (31)

ãäå îïåðàòîð

W (z) =
b(z)

a(z)
(32)

íàçûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé äèñêðåòíîé ñèñòåìû (24).
Îïèñàíèå àâòîíîìíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû äàåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì

âèäà
y(k + n) + a1y(k + n− 1) + . . .+ any(k) = 0 (33)

èëè, â îïåðàòîðíîé ôîðìå, � óðàâíåíèåì

a(z)y(k) = 0. (34)

Âîçìóùàþùåå âîçäåéñòèå f(k), õàðàêòåðèçóþùåå âëèÿíèå íà îáúåêò óïðàâëåíèÿ
âíåøíåé ñðåäû, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äîïîëíèòåëüíûé âõîäíîé ñèãíàë. Òîãäà ëèíåé-
íàÿ ìîäåëü äèñêðåòíîé ñèñòåìû ïðèìåò âèä

y(k + n) + a1y(k + n− 1) + . . .+ an−1y(k + 1) + any(k) =

= b1u(k + n− 1) + . . .+ bn−1u(k + 1) + bnu(k) +

+ d1f(k + n− 1) + . . .+ dn−1f(k + 1) + dnf(k), (35)

ãäå di � êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿþùèå âëèÿíèå íà ïðîöåññû â ñèñòåìå âîçìóùåíèÿ
f(k).

Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì îïåðàòîðíóþ ôîðìó ìîäåëè
(35):

a(z)y(k) = b(z)u(k) + d(z)f(k), (36)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð

d(z) = d1z
n−1 + . . .+ dn−1p+ zn,

è ôîðìó
y(k) = W (z)u(k) +Wf (z)f(k),

ãäå

Wf (z) =
d(z)

a(z)

� ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî âîçìóùàþùåìó âîçäåéñòâèþ f(k).
Ñàìà ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëåé âõîä-âûõîä óêàçûâàåò ïðîñòîé ïóòü äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíîãî ðåøåíèÿ, ò.å. ïðîöåäóðû íàõîæäåíèÿ òåêóùèõ çíà÷åíèé y(k)
ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì y è u â ðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû äèñêðåòíîãî âðåìåíè k.
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Ðèñ. 4: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà äèñêðåòíîé ñèñòåìû (÷àñòíûé ñëó÷àé)

1.3 Ìîäåëè âõîä-ñîñòîÿíèå-âûõîä

Ïðîàíàëèçèðóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé óïðàâëÿåìîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé
óðàâíåíèåì

y(k + n) + a1y(k + n− 1) + . . .+ an−1y(k + 1) + any(k) = bu(k). (37)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ

x1(k) = y(k),

x2(k) = y(k + 1), (38)

. . .

xn(k) = y(k + n− 1)

ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè

x1(0) = y(0), x2(0) = y(1), . . . , xn(0) = y(n− 1).

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (37) è (39), íàéäåì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ � ñèñòåìó n ðàçíîñò-
íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà

x1(k + 1) = x2(k),

x2(k + 1) = x3(k), (39)

. . .

xn(k + 1) = −anx1(k)− an−1x2(k)− . . .− a1xn + bu(k).

(40)

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå âûõîäà èìååò âèä

y(k)− x1(k). (41)

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ïîëó÷åííîé ìîäåëè ïðèâåäåíà íà ðèñ.5.

Îíà ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà ñäâèãà (çàïàçäûâàíèÿ) 1/z, ñâÿçûâàþùèõ
äâà ñîñåäíèõ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x ïî ïðàâèëó

x(k) =
1

z
x(k + 1).

Óðàâíåíèÿ (39)�(41) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ìîäåëè âõîä-ñîñòîÿíèå-
âûõîä (ÂÑÂ). Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìîäåëü ÂÑÂ óïðàâëÿåìîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû
ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âèäà

x1(k + 1) = a11x1(k) + a12x2(k) + . . .+ a1nxn(k) + b1u(k),

x2(k + 1) = a21x1(k) + a22x2(k) + . . .+ a2nxn(k) + b2u(k), (42)

. . .

xn(k + 1) = an1x1(k) + an2x2(k) + . . .+ annxn(k) + bnu(k),
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Ðèñ. 5: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà äèñêðåòíîé ñèñòåìû

è óðàâíåíèå âûõîäà

y(k) = c1x1(k) + c2x2(k) + . . .+ cnxn(k), (43)

ãäå aij, bi, ci � ïîñòîÿííûå èëè çàâèñÿùèå îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòû (ïàðàìåòðû).
Ìîäåëü (42)�(43) ñâÿçûâàåò âõîä u(k) è âûõîä y(k) ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå ïåðåìåííûå
xi(k).

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëè ê êîìïàêòíîé âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå íåîáõîäè-
ìî îïðåäåëèòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x = {xi} ∈ Rn, à òàêæå ìàòðèöû A = {aij}, B = {bi}
è C = {ci}, i = 1, n. Òîãäà óðàâíåíèÿ (42)�(43), îïèñûâàþùèå ìîäåëü âõîä-ñîñòîÿíèå-
âûõîä, ïðèíèìàþò âèä:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), (44)

y(k) = Cx(k), (45)

ãäå x(0) = x0. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ìîäåëè ïðèâåäåíà íà ðèñ.??.

Óðàâíåíèÿ âõîä-ñîñòîÿíèå-âûõîä ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîé ôîðìå. Ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà óïðåæäåíèÿ z, çàïèøåì x(k + 1) = z x(k). Òîãäà èç óðàâíåíèé (44) è (45)
íàõîäèì

x = (zI − A)−1Bu, (46)

è
y = W (z)u, (47)

ãäå

W (z) =
b(z)

a(z)
= C(zI − A)−1B (48)

� ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû. Íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

a(z) = det(zI − A)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëþñû ñèñòåìû zi (êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà a(z))ñîâïàäàþò
ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A:

zi = λi{A}, i = 1, n.

Àâòîíîìíàÿ ìîäåëü äèñêðåòíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëè ÂÑÂ
(44)�(45) â îòñóòñòâèå âõîäíûõ âîçäåéñòâèé: u = 0. Îíà ïðèíèìàåò âèä

x(k + 1) = Ax(k), (49)

y(k) = Cx(k). (50)

11



Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ ìîäåëè ÂÑÂ ìíîãîêàíàëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå
ìîäåëè âîçìóùåííûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì, íà âõîäû êîòîðûõ ïîñòóïàþò äîïîëíè-
òåëüíûå èìïóëüñíûå ñèãíàëû (âîçìóùàþùèå âîçäåéñòâèÿ).

Â ïðîñòåéøåì ÷àñòíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè-
íèìàþò âèä

x1(k + 1) = x2(k),

x2(k + 1) = x3(k), (51)

. . . (52)

xn(k + 1) = −anx1(k)− . . .− a1xn(k) + bu(k) + df(k). (53)

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå âîçìóùåííàÿ äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå, ñîäåðæàùåé óðàâíåíèå ñîñîÿíèÿ

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) +Df(k) (54)

è óðàâíåíèå âûõîäà (45).

1.4 Ñâîéñòâà ìîäåëåé

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå àâòîíîìíîé ìîäåëè (49)�(50) è ðåøåíèÿ

x(k) = Akx0, (55)

y(k) = CAkx0. (56)

Åñëè äëÿ x(0) = x∗ è ëþáûõ k ≥ 0 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

x(k) = x∗,

òî çíà÷åíèå x = x∗ íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíûì ñîñòîÿíèåì èëè ïîëîæåíèåì ðàâ-
íîâåñèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè âûïîëíÿåòñÿ

x(k + 1) = x(k) (57)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
(I − A)x∗ = 0. (58)

Ïðè óñëîâèè det(I − A) 6= 0 ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ
ñèñòåìû (49) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Rn, ò.å.

x∗ = 0,

à ïðè det(I − A) = 0 ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ìíîæåñòâà ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé
(ïðÿìûå è ïëîñêîñòè � ïîäïðîñòðàíñòâà), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (58).

Ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî è, ñëåäîâàòåëüíî, x(k)→
0 ïðè k →∞, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

|zi| = |λ{A}| < 1, i = 1, n. (59)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà (èëè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A):

zi = λ{A} = 0, i = 1, n.
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Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé (ïîä íèëüïîòåíòíîé ìàòðèöåé
áóäåì ïîíèìàòü ìàòðèöó P , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå P n = O, ãäå O � íóëåâàÿ ìàòðèöà) è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ öåëîå
÷èñëî m ∈ 0, n òàêîå, ÷òî

Am = 0. (60)

Äëÿ òàêîé ñèñòåìû âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ

x(n) = Anx0 = 0, (61)

ò.å. èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå.

ÑÂÎÉÑÒÂÎ 1.1. Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ äèñêðåòíîé ñèñòåìû n-ãî ïîðÿäêà ñ íóëå-
âûìè çíà÷åíèÿìè âñåõ ïîëþñîâ zi ñõîäèòñÿ èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
x(0) = x0 ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ x = 0 íå áîëåå ÷åì çà n øàãîâ.

Ïåðå÷èñëåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà àâòîíîìíûõ ìîäåëåé ñîñòîÿíèÿ ñïðà-
âåäëèâû òàêæå äëÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé y(k) = Cx(k), è äëÿ ñâîáîäíûõ ñîñòàâëÿ-
þùèõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ è âîçìóùåííûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ìîäåëè ÂÑÂ (44)�(45) ïðè ïîñòîÿííîì âõîäíîì âîçäåé-
ñòâèè u(k) ≡ const è ïðîàíàëèçèðóåì óñòàíîâèâøèåñÿ ñîñòàâëÿþùèå ïåðåõîäíîãî
ïðîöåññà xu(k) è yu(k). Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ðåæèìå ñèñòåìà (44) èìå-
åò ðåøåíèå xu(k) ≡ const, çàïèøåì xu(k + 1) = xu(k). Òîãäà ñàìî óðàâíåíèå (44)
ïðèíèìàåò âèä

xu = Axu +Bu. (62)

Ïðè óñëîâèè, ÷òî det(I −A) 6= 0, àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå (62) åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî xu:

xu = −(I − A)−1Bu. (63)

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå ðåøåíèå â óðàâíåíèå âûõîäà (45), íàõîäèì ñòàòè÷åñêóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó ðàññìàòðèâàåìîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû:

yu = −C(I − A)−1Bu,

ãäå, â ñèëó âûðàæåíèÿ (48),

C(I − A)−1B = W (1).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ (59), âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ det(I − A) 6= 0, ò.å. óñòàíîâèâøèåñÿ ðåøåíèÿ åäèí-
ñòâåííû. Áîëåå òîãî, ïåðåõîäíûå ïðîöåññû x(k) è y(k) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè k âñåãäà
ñõîäÿòñÿ ê íàéäåííûì âûøå óñòàíîâèâøèìñÿ çíà÷åíèÿì xu è yu.

1.5 Óïðàâëÿåìîñòü è íàáëþäàåìîñòü

Ðàññìîòðèì îäíîêàíàëüíûå äèñêðåòíûå ñèñòåìû (îáúåêòû óïðàâëåíèÿ)

x(k + 1) = Ax(k) + bu(k), (64)

y(k) = Cx(k), (65)

ãäå u(k) � ñêàëÿðíîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèåá y(k) � ñêàëÿðíàÿ âõîäíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, k ≥ 0, x(0) = x0.
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Ïðîáëåìà óïðàâëÿåìîñòè ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åííî-
ãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ u = u(k), k ∈ [0, kf ], ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó (64) èç
ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(0) = x0 â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà
ñîñòîÿíèé x(kf ) = xf çà êîíå÷íîå âðåìÿ kf . Ñâîéñòâî óïðàâëÿåìîñòè íå çàâèñèò îò
âûõîäíîé ïåðåìåííîé y è ïîýòîìó ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê ñâîéñòâî ìîäåëè (64).

Îñíîâíîé êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñâÿçûâàåò ïîëíóþ óïðàâ-
ëÿåìîñòü ñ íåâûðîæäåííîñòüþ ìàòðèöû óïðàâëÿåìîñòè

U = [B|AB| . . . |An−1B]

è äëÿ îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìû ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå:

detU 6= 0. (66)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî êðèòåðèÿ óïðàâëÿåìîñòè äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòå-
ìû ñòðîèòñÿ íà áàçå îïðåäåëåíèÿ óïðàâëÿåìîñòè è ïðåäóñìàòðèâàåò íàõîæäåíèå â
ÿâíîì âèäå èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u(k), îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåâîä ñèñòåìû
(64) â ïðîèçâîëüíóþ êîíå÷íóþ òî÷êó x(kf ) = xf .

Ñ ïîìîùüþ îáùåé ôîðìóëû (??) íàéäåì çíà÷åíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x â ìîìåíò
k = n:

x(n) = Anx0 + An−1Bu(0) + . . .+ ABu(n− 2) +Bu(n− 1). (67)

Âûáåðåì kf = n, x(n) = xf è ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âèäå

xf = Anx0 + [B|AB| . . . |An−1B]

∣∣∣∣∣∣∣∣
u(n− 1)
u(n− 2)
. . .
u(0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (68)

Ýòî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî âåêòîðà u òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè U îáðàòèìà, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (66). Íà-
õîäèì ∣∣∣∣∣∣∣∣

u(n− 1)
u(n− 2)
. . .
u(0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = U−1(xf − Anx0). (69)

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà èìïóëüñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ çà êîíå÷íûé
îòðåçîê âðåìåíè [0, n] ïðèâîäèò âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x(k) â ëþáóþ çàäàííóþ òî÷êó xf .
Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèå (66), ÷òî è äîêàçûâàåò îñíîâíîé êðèòåðèé. Áîëåå òîãî, íà îñíîâàíèè
âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

ÑÂÎÉÑÒÂÎ 1.2. Åñëè äèñêðåòíàÿ ñèñòåìû ïîðÿäêà n ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà,
òî îíà ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 ∈ Rn â
ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå x = xf çà êîíå÷íîå âðåìÿ k = n.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèå k = n ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîìó âðåìåíè ïå-
ðåõîäíîãî ïðîöåññà ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû, èëè ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó øàãîâ
äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ xf .

Ïðîáëåìà íàáëþäàåìîñòè îäíîêàíàëüíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê âî-
ïðîñó îá åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, ò.å. íà-
õîæäåíèÿ âåêòîðà x(k) â ìîìåíò âðåìåíè k = 0 ïî èçâåñòíûì èçìåðåíèÿì âûõîäíîé
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ïåðåìåííîé y = y(k) ïðè k ∈ [0, kf ], kf > 0 è èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì âõîäíîé ïåðåìåí-
íîé u(k). Èçâåñòíî, ÷òî ñâîéñòâî íàáëþäàåìîñòè íå çàâèñèò îò âõîäíîé ïåðåìåííîé
u è ïîýòîìó ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê ñâîéñòâî àâòîíîìíîé ìîäåëè (49)�(50).

Îñíîâíîé êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè ñâÿçûâàåò ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñ íåâûðîæ-
äåííîñòüþ ìàòðèöû íàáëþäàåìîñòè

Q =

∣∣∣∣∣∣∣∣
C
CA
. . .
CAn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå

detQ 6= 0. (70)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî êðèòåðèÿ íàáëþäàåìîñòè ïîëîæèì kf = n− 1 è
íàéäåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû x0 = x(0) ïî n çàäàííûì èçìåðåíèÿì âûõîäíîé
ïåðåìåííîé y(0), y(1), . . . , y(n−1)). Â ñèëó îáùåãî âûðàæåíèÿ (56) çàïèøåì ôîðìóëû
äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé y:

y(0) = Cx0,

y(1) = CAx0, (71)

. . .

y(n− 1) = CAn−1x0 (72)

èëè â âåêòîðíîì âèäå ∣∣∣∣∣∣∣∣
y(0)
y(1)
. . .
y(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
C
CA
. . .
CAn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣x0. (73)

Ïîëó÷åííîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíñèòåëüíî âåêòîðà x0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà Q îáðàòèìà, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (70). Íàõîäèì

x0 = Q−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
y(0)
y(1)
. . .
y(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (74)

Òàêèì îáðàçîì, ïî çàäàííîé èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y(k) ïðè k ∈ [0, n − 1]
íàéäåíî èñêîìîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷åííîãî çíà÷åíèÿ x0 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (70), ÷òî è äîêàçûâàåò
îñíîâíîé êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî, ïðèìåíÿþùååñÿ â çàäà÷àõ íàáëþäåíèÿ (îöåíèâàíèÿ) äèñêðåòíûõ ïðîöåñ-
ñîâ.

ÑÂÎÉÑÒÂÎ 1.3. Åñëè äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà ïîðÿäêà n ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà,
òî ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé âûõîäíîé ïåðåìåííîé y(k), íåîáõîäèìîå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ åå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 ðàâíî n.

Íåòðóäíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì äëÿ âîññòàíîâëå-
íèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 ∈ Rn.
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1.6 Óñòîé÷èâîñòü äèñêðåòíûõ ñèñòåì

Êàê è äëÿ ñèñòåì íåïðåðûâíîãî âðåìåíè, ïîä óñòîé÷èâîñòüþ äèñêðåòíîé ñèñòåìû
ïîíèìàþò åå ñïîñîáíîñòü âîçâðàùàòüñÿ â ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå (ïîëîæåíèå ðàâíî-
âåñèÿ) ïîñëå îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ âíåøíèõ ôàêòîðîâ. Òåì ñàìûì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîáîäíîå äâèæåíèå àâòîíîìíîé ñèñòåìû ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ y(0), y(−1), . . . , y(−n+ 1) èëè x(0) ñîîòâåòñòâåííî.

Àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

a(z)y(k) = 0 (75)

èëè

x(k + 1) = Ax(k), (76)

y(k) = Cx(k), (77)

èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

a(z) = det(zI − A) = zn + a1z
n−1 + . . . |an (78)

è ïîëþñû
zi = λi{A}, i = 1, n.

Åå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå äëÿ ìîäåëè (75) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå y∗ = 0, à äëÿ ìîäåëè
(76) � x∗ = 0.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ïðàêòè÷åñêè ïîë-
íîñòüþ èäåíòè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ïîíÿòèÿì íåïðåðûâíûõ ñèñòåì. Çäåñü îãðàíè-
÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêîå óñòîé÷èâîñòè, êîòîðîå â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê àòòðàêòèâíîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.

Óñòîé÷èâîñòü ïî âûõîäó (òåõíè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü) îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì
èçìåíåíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé y(k), ò.å. ñâîéñòâàìè ðåøåíèé ñèñòåìû (75) èëè ñî-
îòâåòñòâóþùåãî âûõîäà ñèñòåìû (76)�(77): ñèñòåìà (75) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ

lim
k→∞

y(k) = 0.

Óñòîé÷èâîñòü ïî ñîñòîÿíèþ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì èçìåíåíèÿ âåêòîðà ñî-
ñòîÿíèé x(k), ò.å. ñâîéñòâàìè ðåøåíèé ñèñòåìû (76): ñèñòåìà (76) íàçûâàåòñÿ óñòîé-
÷èâîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

lim
k→∞
|x(k)| = 0. (79)

Êàê è â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî âûõîäíîé ïåðåìåí-
íîé è âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò ïðè óñëîâèè ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè ðàññìàòðè-
âàåìîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû. Äëÿ íåïîëíîñòüþ íàáëþäàåìûõ ñèñòåì èç óñòîé÷èâîñòè
ïî âûõîäó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ïî ñîñòîÿíèþ.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êîðíåâîé êðèòåðèé.

ÑÂÎÉÑÒÂÎ 1.4. Äèñêðåòíàÿ ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìàÿ ñèñòåìà (75) èëè (76)�
(77) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

|zi| = |λi{A}| < 1, i = 1, n. (80)
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Êðèòåðèé ñâÿçûâàåò ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñ ðàçìåùåíèåì êîð-
íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè: ðàñïîëîæåíèåâñåõ
êîðíåé âíóòðè êðóãà åäèíè÷åíîãî ðàäèóñà ýêâèâàëåíòíî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè ñèñòåìû. Ïîýòîìó îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé óñòîé-
÷èâîñòè. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîãî êîðíÿ zi = z∗ âíå åäè-
íè÷íîãî êðóãà, ò.å. |z∗| > 1, äåëàåò äèñêðåòíóþ ñèñòåìó íåóñòîé÷èâîé. Ïîÿâëåíèå
îäíîãî âåùåñòâåííîãî èëè ïàðû äâóõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé íà åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè |z∗| = 1 ïðè óñëîâèè ðàñïîëîæåíèÿ îñòàëüíûõ êîðíåé âíóòðè ãðóãà
ãîâîðèò î íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (ïî Ëÿïóíîâó) äèñêðåòíîé ñèñòåìû.

2 Ìåòîäû äèñêðåòèçàöèè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé

2.1 Ìåòîä Ýéëåðà

Äàííûé ìåòîä ïðåäëàãàåò ïðèáëèæåííîå è íàèáîëåå ïðîñòîå ðåùåíèå çàäà÷è äèñ-
êðåòèçàöèè ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Îí îñíîâàí íà ôîðìóëàõ ïðèáëèæåííîãî
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè (èëè ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ x(t) â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè t, à òàêæå
åå çíà÷åíèÿ x(t + T ) è x(t − T ) â òî÷êàõ t + T è t − T ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ðàñ-
÷åòà ïðîèçâîäíîé x′(t) = dx(t)/dt â òî÷êå t ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíèì èç äâóõ
âûðàæåíèé:

dx

dt
∼=

∆x+

∆t
=
x(t+ T )− x(t)

T
, (81)

dx

dt
∼=

∆x−

∆t
=
x(t− T )− x(t)

T
. (82)

Ïðè ýòîì ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè íà èíòåðâàëå T , ò.å. ∆x+ è ∆x− íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðÿìîé è îáðàòíîé (âîçâðàòíîé) ðàçíîñòÿìè. Âûðàæåíèÿ (81) è (82)
äàþò òî÷íûå îïèñàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðè T → 0, à ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ
èíòåðâàëà T ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê.

Ìåòîä Ýéëåðà ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè çàìåíó ïðîèçâîäíûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ íåïðåðûâíûå äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, íà ïðèáëèæåííûå
ðåêóððåíòíûå âûðàæåíèÿ, è â ðåùóëüòàòå ïîëó÷èòü äèñêðåòíûå îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ.

Íàéäåì äèñêðåòíóþ ìîäåëü ñèñòåìû

x′(t) = Ax(t) +Bu(t), (83)

y′(t) = Cx(t), (84)

âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèáëèæåííûì îïèñàíèåì ïðîèçâîäíîé ÷åðåç ïðÿìóþ ðàçíîñòü.
Ïîëàãàÿ t = kT , èç âûðàæåíèÿ (81) ïîëó÷èì

x′(t) =
x(kT + T )− x(kt)

T
, (85)

è ïîäñòàâëÿÿ (85) â (83), íàéäåì

x((k + 1)T ) = (I + TA)x(kT ) + TBu(kT ). (86)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
I + TA = Ad, TB = Bd, C = Cd
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è îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì äèñêðåòíóþ ìîäåëü ñèñòåìû (83)�(84):

x((k + 1)T ) = Adx(kT ) +Bdu(kT ), (87)

y(kT ) = Cx(kT ). (88)

2.2 Äèñêðåòèçàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû

Ìåòîä îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå òî÷íîé äèñêðåòíîé ìîäåëè áëîêîâ, íà âõîä êîòîðûõ
ïîñòóïàåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå âîçäåéñòâèå.

Ðàññìîòðèì îáúåêò óïðàâëåíèÿ (83)�(84) öèôðîâîé ñèñòåìû ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì
óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì u(t). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (83) äëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
x(0) = x0 èìååò âèä

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ. (89)

Ïðè t = kT ïîëó÷èì

x(k) = eAkTx0 +

∫ kT

0

eA(kT−τ)Bu(τ)dτ, (90)

à ïðè t = (k + 1)T �

x(k + 1) = eA(k+1)Tx0 +

∫ (k+1)T

0

eA((k+1)T−τ)Bu(τ)dτ =

= eAT eAkTx0 +

∫ kT

0

e−AτBu(τ)dτ +

+

∫ (k+1)T

kT

eA((k+1)T−τ)Bu(τ)dτ. (91)

Ïîäñòàâëÿÿ (90) â (91)è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîñòîÿíñòâî u(t) íà èíòåðâàëå [kT, (k+
1)T ], ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå âûðàæåíèå

x(k + 1) = eATx(k) +

∫ (k+1)T

kT

eA(k+1)T−τBdτu(k). (92)

Îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì äèñêðåòíóþ ìîäåëü (83)�(84) â âèäå ðàçíîñòíîãî óðàâíå-
íèÿ

x(k + 1) = A+ dx(k) +Bdu(k), (93)

y(k) = Cdx(k), (94)

ãäå Cd = C,

Ad = eAT = I + TA+
T 2

2!
A2 + . . .+

T j

j!
Aj + . . . ,

Bd =

∫ T

0

eAτBdτ = T (I +
T

2!
A+

T 2

3!
A2 + . . .+

T j

(j + 1)!
Aj + . . .)B.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îòëè÷èå âûðàæåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö Ad, Bd îò
ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ýéëåðà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ ðàñ÷åòà
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Ðèñ. 6: Ëîãèêà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîäåëè Õàððîäà-Äîìàðà

ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû èñïîëüçîâàëàñü ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà eAT ∼= I + TA, ÷åì è
áûëà îáóñëîâëåíà ïîãðåøíîñòü óêàçàííîãî ìåòîäà.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ àâòîíîìíîé ìîäåëè ñîñòîÿíèå-âûõîä, ò.å. ëèíåéíîé ñèñòåìû,
íà âõîä êîòîðîé íå ïîñòóïàåò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ïðîáëåìà äèñêðåòèçàöèè ñ ïî-
ìîùüþ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû ðåøàåòñÿ ñ àáñîëþòíîé òî÷íîñòüþ.

Çàìå÷àíèå 2. Îáû÷íî êðîìå âõîäíîãî ñèãíàëà u íà îáúåêò óïðàâëåíèÿ îêàçûâà-
þò âëèÿíèå âîçìóùàþùèå âîçäåéñòâèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèãíàëàìè íåïðåðûâíîãî
âðåìåíè. Ïðè äèñêðåòèçàöèè âîçìóùåíèÿ ïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè, ÷òî
âûçûâàåò ïîÿâëåíèå ìåòîäè÷åñêèõ îøèáîê.

3 Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà

3.1 Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü Ð. Õàððîäà�Å. Äîìàðà

Ìîäåëü Õàððîäà-Äîìàðà (Harrod-Domar growth model) � äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàâ-
íîâåñèÿ â óñëîâèÿõ ïîëíîé çàíÿòîñòè. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè äëÿ ïîääåðæàíèÿ ïîë-
íîé çàíÿòîñòè ñîâîêóïíûé ñïðîñ äîëæåí óâåëè÷èâàòüñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ýêîíîìè-
÷åñêîìó ðîñòó. Â ýòîé ìîäåëè, òàêèì îáðàçîì, ïîä÷åðêèâàåòñÿ âàæíîå çíà÷åíèå ñîâî-
êóïíîãî ñïðîñà êàê äëÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà, òàê è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ äîñòèæåíèÿ
ïîëíîé çàíÿòîñòè.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü, ïîñòðîåííóþ íà ñëåäóþùèõ ïîñòóëàòàõ.

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîñåêòîðíàÿ çàêðûòàÿ ýêîíîìèêà áåç ãîñóäàðñòâà.

2. Ê ýíäîãåííûì îòíîñÿòñÿ ôàêòîðû èíâåñòèöèè I è ïðèðîñòà êàïèòàëà ∆K.

3. Ê ýêçîãåííûì ôàêòîðàì� s = const �íîðìà ñáåðåæåíèÿ è σ = const � ñðåäíÿÿ
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàïèòàëà (íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ (ÍÒÏ) îòñóòñòâó-
åò).

4. Ñáåðåæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè èíâåñòèöèÿì, à èíâåñòèöèè ðàâíû ïðèðîñòó
êàïèòàëà â ñëåäóþùèé ïåðèîä âðåìåíè (I = ∆K).

5. Ìîäåëü ôóíêöèîíèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêîíîìè÷åñêîé ëîãèêîé, ïðåäñòàâëåí-
íîé íà ðèñ.6

Çäåñü

• Y (t) � îáúåì âûïóñêà â ãîä t;
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• S(t) � ñáåðåæåíèÿ â ãîä t;

• I(t) � èíâåñòèöèè â ãîä t;

• ∆K(t+ 1) � ïðèðîñò êàïèòàëà â ãîä t+ 1;

• ∆Y (t+ 1) � ïðèðîñò âûïóñêà â ãîä t+ 1;

• Y (t+ 1) � îáúåì âûïóñêà â ãîä t+ 1;

• (t) � ïîòðåáëåíèå â ãîä t.

Ïðîèçâîäñòâî (ïðåäëîæåíèå) ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S(t) = sY (t); (95)

I(t) = S(t); (96)

∆K(t+ 1) = I(t); (97)

∆Y (t+ 1) = σ∆K(t+ 1). (98)

Èç (95)�(98) èìååì

∆Y (t+ 1) = σsY (t)→ ∆Y (t+ 1)

Y (t)
= σs. (99)

Çäåñü σ = ∆Y (t+1)
∆K(t+1)

� ìóëüòèïëèêàòîð. Äîñëîâíîå çíà÷åíèå ìóëüòèïëèêàòîðà îçíà-
÷àåò ¾ìíîæèòåëü¿. Ñóòü ýôôåêòà ìóëüòèïëèêàòîðà îòíîñèòåëüíî ïðîöåññà íàêîïëå-
íèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî óâåëè÷åíèå èíâåñòèöèé ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ òåìïîâ ðîñòà
íàöèîíàëüíîãî äîõîäà, ïðè÷åì íà âåëè÷èíó áîëüøóþ ÷åì ïåðâîíà÷àëüíûé ðîñò èí-
âåñòèöèé.

Âûðàæåíèå a = 1
σ

= ∆K(t+1)
∆Y (t+1)

íàçûâàþò àêñåëëåðàòîðîì. Ñóùíîñòü àêñåëåðàòîðà
è åãî ïðÿìàÿ ñâÿçü ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïåðâè÷íûå èíâåñòè-
öèè è èõ ìóëüòèïëèêàöèîííûé ýôôåêò âåäóò ê ðîñòó çàíÿòîñòè, óâåëè÷åíèþ äîõîäîâ
íàñåëåíèÿ è âîçðàñòàíèþ ñïðîñà íà ïîòðåáèòåëüñêèå òîâàðû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàñ-
øòàáîâ àêñåëåðàöèè èñïîëüçóþò ìåðó àêñåëåðàòèâíîãî âîçäåéñòâèÿ èçìåíåíèÿ ïî-
òðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà íà èíâåñòèöèîííûé ñïðîñ. Òàêîé ìåðîé ñëóæèò êîýôôèöèåíò
àêñåëåðàöèè, èëè ïðîñòî àêñåëåðàòîð.

Òàêèì îáðàçîì, òåìï ïðèðîñòà îáúåìà ïðåäëîæåíèÿ â ìîäåëè Õàððîäà ïîñòîÿíåí
è ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ íîðìû ñáåðåæåíèÿ íà ñðåäíþþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàïèòàëà
(ìóëüòèïëèêàòîð) èëè ÷àñòíîìó íîðìû ñáåðåæåíèÿ è àêñåëåðàòîðà.

Îöåíèì, êàêèì äîëæíû áûòü òåìïû ïðèðîñòà ïîòðåáëåíèÿ è èíâåñòèöèé â ìîäå-
ëè, ÷òîáû ðîñò ïðåäëîæåíèÿ áûë ðàâíîâåñíûì è óñòîé÷èâûì.

Ìîäåëü äîïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Êåéíñà:

Y (t) = S(t) + C(t), (100)

ãäå C(t) � ïîòðåáëåíèå. Ïîêàæåì, ÷åìó äîëæåí áûòü ðàâåí òåìï ïðèðîñòà ñïðîñà ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé (95)�(98), (100).

Èç óðàâíåíèÿ (100) ïîëó÷àåì:

S(t) = Y (t)− C(t). (101)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (95)�(98) è (101), ïîëó÷àåì:

∆Y (t+ 1) = σ(Y (t)− C(t)) = sσY (t). (102)
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Èç (102) ïîëó÷àåì:
C(t) = Y (t)(1− s). (103)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì:
C(t+ 1) = Y (t+ 1)(1− s). (104)

Âû÷òåì èç (104) âûðàæåíèå (103) è ïîëó÷èì:

∆C(t+ 1) = ∆Y (t+ 1)(1− s). (105)

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (105) íà C(t) ïîëó÷èì:

∆C(t+ 1)

C(t)
=

(1− s)∆Y (t+ 1)

C(t)
=

(1− s)∆Y (t+ 1)

Y (t)(1− s)
=

∆Y (t+ 1)

Y (t)
= sσ. (106)

Èç (106) è (103) èìååì:

C(t+ 1)− C(t)

C(t)
=

(Y (t+ 1)− I(t+ 1))− (Y (t)− I(t))

Y (t)− I(t)
=

∆Y −∆I

Y (t)− I(t)
= σs. (107)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

∆I = σsI(t)→ ∆I

T (t)
= σs. (108)

Ñëåäîâàòåëüíî :

∆Y (t+ 1)

Y (t)
=

∆C(t+ 1)

C(t)
=

∆I(t+ 1)

I(t)
= σs. (109)

Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâûé ðàâíîâåñíûé ðîñò ýêîíîìèêè ïðè ïîëíîì èñïîëüçîâàíèè
êàïèòàëà â ìîäåëè Õàððîäà îáåñïå÷èâàåòñÿ òîãäà, êîãäà òåìïû ïðèðîñòà ïðåäëîæå-
íèÿ, ïîòðåáëåíèÿ è èíâåñòèöèé ñîâïàäàþò è ðàâíû σs.

Ïðè ýòîì ýêîíîìèêà ðàñòåò ïî ýêñïîíåíòå ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè σst. Ðîëü ãîñó-
äàðñòâà ñîñòîèò â ñîçäàíèè óñëîâèé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìåæäó ñïðîñîì è
ïðåäëîæåíèåì, ðàâåíñòâà èíâåñòèöèé è ñáåðåæåíèé è îáåñïå÷åíèÿ ïîëíîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ èíâåñòèöèé äëÿ íàðàùèâàíèÿ êàïèòàëà.

Ïîïûòêè ïðîãíîçèðîâàòü ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò íà îñíîâå ìîäåëè Õàððîäà-Äîìàðà
îêàçàëèñü íåóäà÷íûìè. Èññëåäîâàòåëè ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ìîäåëü íå îáúÿñíÿåò
îñíîâíûõ äåòåðìèíàíò ðîñòà.

3.2 Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü Ð.Ñîëîó-Ò.Ñâàíà

Ìîäåëü ïîñòðîåíà íà ñëåäóþùèõ ïîñòóëàòàõ:

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîïðîäóêòîâàÿ çàêðûòàÿ ýêîíîìèêà áåç ãîñóäàðñòâà.

2. Àáñòðàãèðóþòñÿ:

• îò èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé äîìàøíèõ õîçÿéñòâ;

• îò íàëè÷èÿ ðàçíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ñåêòîðîâ â ýêîíîìèêå;

• îò ñóùåñòâîâàíèÿ â ýêîíîìèêå âçàèìîçàâèñèìîñòåé.
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3. Â ýêîíîìèêå èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ ðåïðåçåíòàòèâíûõ äîìîõî-
çÿéñòâ, ò.å. ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå òðóäà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû íà ïðèìåðå
åäèíñòâåííîãî äîìîõîçÿéñòâà. Äîìîõîçÿéñòâà âëàäåþò âñåì íàëè÷íûì òðóäîì
è êàïèòàëîì è ïîëíîñòüþ èõ ïîñòàâëÿþò íà ðûíîê. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ïîë-
íàÿ çàíÿòîñòü.

4. Â ýêîíîìèêå èìååòñÿ î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ ðåïðåçåíòàòèâíûõ ôèðì,
ò.å. âñå ôèðìû õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíîé è òîé æå íåîêëàññè÷åñêîé ïðîèçâîä-
ñòâåííîé ôóíêöèåé (ÏÔ):

Y (t) = F (K(t), L(t), A(t)),

ãäå Y (t) � äîõîä (êîíå÷íûé ïðîèçâåäåííûé ïðîäóêò) â ïåðèîä t; K(t) � êàïèòàë
â ýêîíîìèêå â ïåðèîä t; L(t) � òðóä â ýêîíîìèêå â ïåðèîä t; A(t) � òåõíîëî-
ãèÿ â ýêîíîìèêå â ïåðèîä t (îíà íàõîäèòñÿ â ñâîáîäíîì äîñòóïå, ò.å ÿâëÿåòñÿ
íåêîíêóðåíòíûì è íå èñêëþ÷àåìûì áëàãîì).

5. Ñâîéñòâà íåîêëàññè÷åñêîé ÏÔ. ÏÔ ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé
ïî K è L è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì:

FK(K,L,A) ≡ ∂F (K,L,A)

∂K
> 0, FL(K,L,A) ≡ ∂F (K,L,A)

∂L
> 0,

FKK(K,L,A) ≡ ∂2F (K,L,A)

∂K2
< 0, FLL(K,L,A) ≡ ∂2F (K,L,A)

∂L2
< 0,

F (0, L, A) = F (K, 0, A) = 0 F (∞, L, A) = F (K,∞, A) =∞.

ÏÔ îáëàäàåò ïîñòîÿííîé îòäà÷åé îò ìàñøòàáà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî îäíîðîä-
íîé:

F (γK,L,A) = γF (K,L,A).

6. Ýíäîãåííûå ôàêòîðû:

• Y (t) � äîõîä (êîíå÷íûé ïðîäóêò) â ïåðèîä t;

• C(t) � ïîòðåáëåíèå â ïåðèîä t;

• S(t) � ñáåðåæåíèå â ïåðèîä t;

• I(t) � èíâåñòèöèè â ïåðèîä t;

• K(t) � êàïèòàë â ïåðèîä t;

• ∆K(t+ 1) � ïðèðîñò êàïèòàëà â ïåðèîä t+ 1;

• K(t+ 1) � êàïèòàë â ïåðèîä t+ 1;

• L(t) � íàñåëåíèå â ïåðèîä t;

• L(t+ 1) � íàñåëåíèå â ïåðèîä t+ 1.

7. Ýêçîãåííûå ôàêòîðû:

• s = const � íîðìà ñáåðåæåíèÿ;

• σ = const � íîðìà âûáûòèÿ êàïèòàëà;

• n = const � òåìï ðîñòà íàñåëåíèÿ;

• K0 � êàïèòàë â ïåðèîä t = 0;
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• L0 � íàñåëåíèå â ïåðèîä t = 0;

• F (K(t), L(t), A(t)) � íåîêëàññè÷åñêàÿ ÏÔ.

Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ëîãèêà äâèæåíèÿ ýêîíîìèêè äëÿ áàçîâîãî îáúåìíîãî âà-
ðèàíòà ìîäåëè Ñîëîó-Ñâàíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè.

1.Îáúåì âûïóñêà (íàöèîíàëüíîãî äîõîäà) â ëþáîé ïåðèîä äèñêðåòíîãî âðåìåíè
t îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

Y (t) = F (K(t), L(t), A(t)). (110)

2. Äîõîä äîëæåí áûòü ðàâåí ñóììå ñáåðåæåíèé è ïîòðåáëåíèÿ (óðàâíåíèå Êåéí-
ñà):

Y (t) = C(t) + S(t), (111)

ãäå C(t) � ïîòðåáëåíèå â ïåðèîä t; S(t) � ñáåðåæåíèÿ â ïåðèîä t.
Ñáåðåæåíèÿ ôîðìèðóþòñÿ äîìàøíèìè õîçÿéñòâàìè â ýêîíîìèêå êàê íåêîòîðàÿ

ïîñòîÿííàÿ äîëÿ s äîõîäà (íîðìà ñáåðåæåíèÿ s = const), òîãäà èìååì:

S(t) = sY (t). (112)

Ïîòðåáëåíèå èç (111) è (112) áóäåò òîãäà ðàâíî:

C(t) = Y (t)− S(t) = Y (t)− sY (t) = (1− s)Y (t). (113)

3.Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå ñáåðåæåíèÿ èäóò íà èíâåñòèöèè â êàïèòàë:

S(t) = sY (t) = I(t) = sF (K(t), L(t), A(t)). (114)

4. Èíâåñòèöèè â ïåðèîä t òðàòÿòñÿ íà âîññòàíîâëåíèå êàïèòàëà, êîòîðûé èç-
íîñèëñÿ çà ýòîò ïåðèîä (êàïèòàë òåðÿåò ñâîþ ñòîèìîñòü ñ òåìïîì δ ∈ (0; 1), ò. å.
çà ïåðèîä t áóäåò ïîòåðÿíî δK(t)) êàïèòàëà) è íà ïðèîáðåòåíèå íîâîãî êàïèòàëà íà
ïåðèîä t+ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì:

I(t) = ∆K(t+ 1) + δK(t), (115)

K(t+ 1) = K(t) + ∆K(t+ 1). (116)

Èç (115) è (114) ïîëó÷àåì:

∆K(t+ 1) = I(t)− δK(t) = sF (K(t), L(t), A(t))− δK(t). (117)

Ïîäñòàâëÿÿ (117) â (116), ïîëó÷àåì îñíîâíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êàïèòàëà â ìîäåëè
Ñîëîó-Ñâàíà:

K(t+ 1) = sF (K(t), L(t), A(t)) + (1− δ)K(t). (118)

5. Òðóä (íàñåëåíèå) â ìîäåëè ñ÷èòàåòñÿ ðàñòóùèì c ïîñòîÿííûì òåìïîì n:

L(t+ 1) = L(t) + nL(t) = (1 + n)L(t), (119)

L(t) = (1 + n)tL(0) = L(0)ent. (120)

6. Ëîãèêà äâèæåíèÿ ýêîíîìèêè ïî Ñîëîó â äèñêðåòíîì âðåìåíè ïðåäñòàâ-
ëåíà íà ðèñ.7
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Ðèñ. 7: Ëîãèêà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîäåëè Ñîëîó-Ñâàíà

Ðàññìîòðèì óäåëüíûé âàðèàíò ìîäåëè, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýêîíîìè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðèâåäåííûå ê îäíîìó ðàáîòíèêó.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (110) íà L(t) è ïîëó÷èì:

Y (t)

L(t)
= F

(
K(t)

L(t)
, 1, A(t)

)
èëè y(t) = f(k(t)), (121)

ãäå

• y = Y (t)
L(t)

� äîõîä íà äóøó íàñåëåíèÿ ò.å. ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà;

• k = K(t)
L(t)

� êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü;

• A(t) = 1 � òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîãðåññ îòñóòñòâóåò.

Àíàëîãè÷íî èç (112) (113) è (114) èìååì:

s∗ = sy(t), (122)

c(t) = (1− s)y(t), (123)

inv(t) = sy(t) = s · f(k(t)), (124)

ãäå

• s∗ � ñáåðåæåíèå íà äóøó íàñåëåíèÿ;

• c(t) � ïîòðåáëåíèå íà äóøó íàñåëåíèÿ;

• inv(t) � èíâåñòèöèè íà äóøó íàñåëåíèÿ.

Èç óðàâíåíèé (114) è (115) èìååì:

∆Kt+1

Lt
=
sF (Kt, Lt)

Lt
− δKt

Lt
.

Òàê êàê ∆Kt+1 = dK
dt

∆t = dK
dt

= K ′ è sF (Kt,Lt)
Lt

= sF
(
Kt
Lt
, 1
)

= sf(k), ïîëó÷àåì:

K ′

Lt
= sf(k)− δk. (125)

Íàéäåì

k′ =
dK
L

dt
=
K ′Lt − L′Kt

L2
t

=
K ′

Lt
− Kt

Lt

L′

Lt
=
K ′

Lt
− knL0

L0

ent

ent
,
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Ðèñ. 8: Ëîãèêà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîäåëè Ñîëîó-Ñâàíà

ñëåäîâàòåëüíî:
K ′

Lt
= k′ + kn, (126)

Èç (125)è (126) èìååì:
k′ = sf(k)− (n+ δ)k. (127)

Ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (127) èìååò âèä:

∆kt+1 = sf(kt)− (n+ δ)kt. (128)

Òîãäà èìååì:
kt+1 = kt + ∆kt+1 = sf(kt) + (1− (n+ δ))kt. (129)

4. Ëîãèêà äâèæåíèÿ ýêîíîìèêè ïî Ñîëîó â óäåëüíîì âàðèàíòå è äèñêðåòíîì âðåìåíè
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.8

Ïðîâåäåì àíàëèç ìîäåëè Ñîëîó.

3.2.1 Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè

ÏÔ f(kt), îïðåäåëÿþùàÿ îáúåì âûïóñêà íà äóøó íàñåëåíèÿ y(t) â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè t, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè
kt, ò.å. èìååì:

∞ >
df

dk
≥ 0 èëè

d2f

dk2
< 0. (130)

Ñëåäîâàòåëüíî, 0 ≤ f(kt) < b = const ïðè 0 ≤ k(t) <∞. Òî åñòü

k(t)→ 0 f(k(t))→ 0 è sf(k(t))→ 0,

k(t)→∞ f(k(t))→ b è sf(k(t))→ sb, (131)

k(t)→ 0
df

dk
→∞ è k(t)→∞ df

dk
→ 0. (132)

(133)

Äèíàìèêà ôóíêöèè k(t) çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ äèíàìèê êàïèòàëà è íàñåëåíèÿ,
åñëè êàïèòàë ðàñòåò áûñòðåå íàñåëåíèÿ, òî k(t) âîçðàñòàåò; ïðè îáðàòíîì ñîîòíîøå-
íèè � ïàäàåò. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ
ýêîíîìèêà, ãäå k(t) = const = k∗, òî åñòü k′ = 0. Â ýòîì ñîñòîÿíèè òåìï ðîñòà âûïóñ-
êà, ïîòðåáëåíèÿ è êàïèòàëà ðàâíû òåìïó ðîñòà íàñåëåíèÿ. Òàêîå ñîñòîÿíèå ýêîíîìè-
êè íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, òî÷êà k∗ � ñòàöèîíàðíîé. Íàéäåì ñòàöèîíàðíóþ
òî÷êó èç óñëîâèÿ:

0 = sf(k∗)− (n+ δ)k∗ → k∗ =
sf(k∗)

(n+ δ)
. (134)
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Ðèñ. 9: Ëîãèêà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîäåëè Ñîëîó-Ñâàíà

Ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ìîæíî íàéòè è ãðàôè÷åñêè (ðèñ.9) Íà ðèñ.9 ïðåäñòàâëåíû:

• ôóíêöèÿ f(k) � îáúåì âûïóñêà íà äóøó íàñåëåíèÿ,

• ôóíêöèÿ sf(k) � îáúåì ñáåðåæåíèé íà äóøó íàñåëåíèÿ,

• ôóíêöèÿ (n+δ)k, õàðàêòåðèçóþùàÿ îáúåì èíâåñòèöèé íà äóøó íàñåëåíèÿ íåîá-
õîäèìûõ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîñòîÿíñòâà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ sf(k) è (n + δ)k ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó k∗. Â
èíòåðâàëå (0; k∗] sf(k) > (n + δ)k, ò.å. èíâåñòèöèé â ýêîíîìèêå áîëüøå, ÷åì ýòî
íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîñòîÿíñòâà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè.

Ðàññìîòðèì ýêîíîìèêó â òî÷êå k′ ∈ (0, k∗] è k′ < k∗. Â ýòîé òî÷êå âåëè÷èíà
sf(k′)− (n+δ)k′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñòûå èíâåñòèöèè íà äóøó íàñåëåíèÿ, êîòîðûå
óâåëè÷èâàþò êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü, à âåëè÷èíà f(k′)−sf(k′) õàðàêòåðèçóåò îáúåì
ïîòðåáëåíèÿ íà äóøó íàñåëåíèÿ. Â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå k∗, sf(k∗) − (n + δ)k∗ = 0
ò.å ÷èñòûå èíâåñòèöèè ðàâíû íóëþ, à îáúåì ïîòðåáëåíèÿ ðàâåí f(k∗) − sf(k∗) =
f(k∗)− (n+ δ)k∗.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè. Ðàññìîòðèì òî÷êó â îêðåñò-
íîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò kn = 0 + ε = ε, ãäå ε > 0 ïîëîæèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
âåëè÷èíà, òîãäà sf(kn) = s · ε df

dk
è ε(n+ δ) èç (132) èìååì df

dk
> (n+ δ), ñëåäîâàòåëüíî:

sf(kn) > kn(n+ δ).

Ðàññìîòðèì òî÷êó â îêðåñòíîñòè êîíöà êîîðäèíàò kk = k̂k + ε = ∞− ε + ε òîãäà èç
(131) sf(kk) = sf(k̂k)+sε df

dk
= sb+sε df

dk
è k̂k(n+δ)+ε(n+δ) èç (132) èìååì df

dk
< (n+δ)

è sb < k̂k(n+ δ), ñëåäîâàòåëüíî:

sf(kk) < kk(n+ δ).
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Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê ôóíêöèÿ f(k(t)) â èíòåðâàëå (0,∞) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò,
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, íåïðåðûâíîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (130) è (131) è k(n+ δ) �
ëèíåéíî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ, òî â ýòîì èíòåðâàëå îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

sf(k∗) = k∗(n+ δ). (135)

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.

3.2.2 Çîëîòîå ïðàâèëî íàêîïëåíèÿ êàïèòàëà

Èç (134) âèäíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè çàâèñèò îò íîðìû ñáåðåæåíèÿ
s, à ñëåäîâàòåëüíî, îò íîðìû ñáåðåæåíèÿ çàâèñèò è ïîòðåáëåíèå íà äóøó íàñåëåíèÿ
â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Êàê èçìåíÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ïîòðåáëåíèå íà äóøó íàñåëåíèÿ
ïðè èçìåíåíèè íîðìû ñáåðåæåíèÿ è êàêîâà íîðìà ñáåðåæåíèÿ, êîòîðàÿ ìàêñèìèçè-
ðóåò ñòàöèîíàðíîå ïîòðåáëåíèå. Èç (123) èìååì:

c(k∗(s)) = f(k∗(s))− sf(k∗(s)). (136)

Èç (135) èìååì:
c(k∗(s)) = f(k∗(s))− k∗(s)(n+ δ). (137)

Òîãäà óñëîâèå ìàêñèìóìà ïîòðåáëåíèÿ èìååò âèä:

dc(k∗(s))

ds
=
d[f(k∗(s)− k∗(s)(n+ δ))]

ds
=
df(k∗(s))

dk

dk∗(s)

ds
−(n+δ)

dk∗(s)

ds
= 0→ df(k∗(s))

dk
= (n+δ).

(138)
Ñòàöèîíàðíàÿ êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü ïîëó÷àåìàÿ èç óðàâíåíèÿ (138) íàçûâàåò-

ñÿ êàïèòàëîâîîðóæåííîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé çîëîòîìó ïðàâèëó è îáîçíà÷àåòñÿ kg

df(kg)

dk
= (n+ δ). (139)

Óðàâíåíèå (139) îïðåäåëÿþùåå ñòàöèîíàðíóþ êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü ìàêñèìè-
çèðóþùóþ ñòàöèîíàðíîå ïîòðåáëåíèå íàçûâàåòñÿ çîëîòûì ïðàâèëîì íàêîïëåíèÿ êà-
ïèòàëà. Èç (135) è (139) èìååì íîðìó ñáåðåæåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùóþ ìàêñèìàëüíîå
ïîòðåáëåíèå íà äóøó íàñåëåíèÿ:

sgf(kg) = kg(n+ δ)→ sg =
kg(n+ δ)

f(kg).
(140)

Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ïîòðåáëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

cg = f(kg)− (n+ δ)kg. (141)

Ïðîèëëþñòðèðóåì çîëîòîå ïðàâèëî íàêîïëåíèÿ êàïèòàëà ãðàôè÷åñêè (ðèñ. 10).
Êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ýêîíîìèêè kg ñîîòâåòñòâóåò çî-
ëîòîìó ïðàâèëó, òàê êàê îïðåäåëÿåòñÿ íîðìîé ñáåðåæåíèÿ sg, êîòîðàÿ çàäàåò ìàê-
ñèìàëüíîå ñòàöèîíàðíîå ïîòðåáëåíèå íà äóøó íàñåëåíèÿ cg. Óìåíüøåíèå íîðìû ñáå-
ðåæåíèÿ s2 < sg è åå óâåëè÷åíèå s1 > sg óìåíüøàþò ñòàöèîíàðíîå ïîòðåáëåíèå íà
äóøó íàñåëåíèÿ, ò.å. c2 < cg è c1 < cg. Ïðè ýòîì óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ôóíêöèè
âûïóñêà f(k) â òî÷êå kg ðàâåí n+ δ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (139).

Ïðè ïåðåõîäå ýêîíîìèêè èç ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ íîðìîé ñáåðåæåíèÿ ñ s1 ê
ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñ íîðìîé sg (s1 > sg) óâåëè÷èâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñòà-
öèîíàðíîå ïîòðåáëåíèå íà äóøó íàñåëåíèÿ ñ óðîâíÿ c1 äî óðîâíÿ cg. Íî ïðîöåññ ýòîò
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Ðèñ. 10: Çîëîòîå ïðàâèëî íàêîïëåíèÿ êàïèòàëà

Ðèñ. 11: Ïåðåõîä ýêîíîìèêè èç ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ íîðìîé ñáåðåæåíèÿ ñ s1 ê
ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñ íîðìîé sg
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Ðèñ. 12: Ïåðåõîä ýêîíîìèêè èç ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ íîðìîé ñáåðåæåíèÿ ñ s2 ê
ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñ íîðìîé sg

íå îäíîìîìåíòíûé, à èìååò ñëåäóþùèé âèä (ðèñ.11). Òî åñòü ýêîíîìèêà, èìåþùàÿ
íîìó ñáåðåæåíèÿ áîëüøå ÷åì sg ñáåðåãàåò ñëèøêîì ìíîãî è ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ
â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè íåýôôåêòèâíûì.

Åñëè íîðìà ñáåðåæåíèÿ â ýêîíîìèêå s2 è ìåíüøå ÷åì sg, òî óâåëè÷èâ åå äî óðîâíÿ
sg, ìû óâåëè÷èâàåì ñòàöèîíàðíóþ êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü ñ óðîâíÿ k2 äî óðîâíÿ kg,
íî â ïåðåõîäíûé ïåðèîä ïîòðåáëåíèå íà äóøó íàñåëåíèÿ îñòàåòñÿ íèæå cg (ðèñ.12).
Íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíî ðàñïðåäåëÿþòñÿ ðåñóðñû èëè íåò,
ïîòîìó ÷òî íåëüçÿ îöåíèòü, âàæíåå òåêóùåå ñîñòîÿíèå èëè áóäóùåå.

3.2.3 Ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò: äîëãîñðî÷íàÿ äèíàìèêà è ïåðåõîäíûé ïåðèîä

Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü ïîñòîÿííà, ñëåäîâàòåëüíî, ïî-
ñòîÿííà è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà. Òàêèì îáðàçîì, äîëãîñðî÷íûé ðîñò âûïóñêà
íå çàâèñèò îò ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ íîðìû ñáåðåæåíèÿ è íîðìû àìîðòèçàöèè, à
çàâèñèò òîëüêî îò òåìïîâ ðîñòà íàñåëåíèÿ. Îäíàêî ýòè ýêçîãåííûå ïàðàìåòðû âëè-
ÿþò íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà â ïåðåõîäíûé ïåðèîä ïðè äâèæåíèè ýêîíîìèêè ê
ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ.

Ðàññìîòðèì, ÷åì îïðåäåëÿåòñÿ òåìï ðîñòà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè íà ðàâíîâåñ-
íîé òðàåêòîðèè. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (127) íà k ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíà-
ìèêè òåìïà ðîñòà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè:

k′

k
=
sf(kt)

k
− (n+ δ). (142)

Èçîáðàçèì äèíàìèêó ýêîíîìèêè â ìîäåëè Ñîëîó, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì (142)

ãðàôè÷åñêè (ðèñ. 13). Êàê âèäíî sf(kt)
k

ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé k. Ðàññòîÿíèå

ïî âåðòèêàëè ìåæäó sf(kt)
k

è n+ δ ÿâëÿåòñÿ òåìïîì ðîñòà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè k′

k

â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ (â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå k∗) k′

k
= 0. Ñëåâà îò ñòàöèîíàðíîé òî÷êè

k′

k
> 0, à ñïðàâà k′

k
< 0. Äèíàìèêà òåìïà ðîñòà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà àíàëîãè÷-

íà äèíàìèêå òåìïà ðîñòà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå
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Ðèñ. 13: Äèíàìèêà ýêîíîìèêè â ìîäåëè Ñîëîó

(121) èìååì:
dy

dt
=
df

dk

dk

dt
èëè y′ = f ′k′. (143)

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (143) íà y è ïîëó÷èì:

y′

y
=
f ′

f
k′ =

f ′k

f

k′

k
= sk

k′

k
. (144)

Àíàëèçèðóÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå, ÷òî ñòà-
öèîíàðíîå ñîñòîÿíèå çàâèñèò îò íîðìû ñáåðåæåíèÿ, íîðìû àìîðòèçàöèè è òåìïà ðî-
ñòà íàñåëåíèÿ.

Èçìåíåíèå íîðìû ñáåðåæåíèÿ. Ïðè ïîâûøåíèè íîðìû ñáåðåæåíèÿ ñ s1 äî
s2 êðèâàÿ sf(k) ñìåùàåòñÿ ââåðõ è ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ èç k1 â k2,
ò.å. ñòàöèîíàðíàÿ êàïèòàëîâîîðó- æåííîñòü âîçðàñòàåò (ðèñ.14). Êàê âèäíî èç ðèñ.13
ïðè ðîñòå íîðìû ñáåðåæåíèÿ òåìï ðîñòà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè ñêà÷êîì âîçðàñòàåò
è ñòàíîâèòñÿ âûøå òåìïà ðîñòà íàñåëåíèÿ, íî ïî ìåðå ðîñòà êàïèòàëîâîîðóæåííî-
ñòè òåìï åå ðîñòà ïîñòåïåííî ñíèæàåòñÿ è òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ (n + δ) è s2f(k), à k2

ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå ïîâûøåíèå íîðìû ñáåðåæåíèÿ íå

âëèÿåò íà òåìïû ðîñòà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè è âûïóñêà, íî âëèÿåò íà òåìïû ðîñòà
â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ê íîâîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ.

Èçìåíåíèå òåìïîâ ðîñòà íàñåëåíèÿ.Ïðè ïîâûøåíèè òåìïîâ ðîñòà íàñåëåíèÿ
ñ n1 äî n2 ñòàöèîíàðíàÿ êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü óìåíüøàåòñÿ ñ k

1 äî k2, à òåìïû åå
ðîñòà ñêà÷êîì óìåíüøàþòñÿ äî íåêîòîðîãî îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ýêîíîìèêà íà-
÷èíàåò äâèãàòüñÿ òàê, ÷òî êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü íà÷èíàåò ïàäàòü, à òåìï åå ðîñòà
óâåëè÷èâàòüñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà íîâàÿ ñòàöèî-
íàðíàÿ òî÷êà k2, çäåñü òåìï ðîñòà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ
(ðèñ.15). Àíàëîãè÷íóþ äèíàìèêó äåìîíñòðèðóåò è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà.

Åñëè èìååòñÿ ãðóïïà ñòðàí ñ îäèíàêîâûìè íîðìàìè ñáåðåæåíèÿ è àìîðòèçàöèè
êàïèòàëà, òåìïîì ðîñòà íàñåëåíèÿ è îäèíàêîâûìè òåõíîëîãèÿìè, òî îíè èìåþò îäíó
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Ðèñ. 14: Ïîâûøåíèå íîðìû ñáåðåæåíèÿ

Ðèñ. 15: Èçìåíåíèå òåìïîâ ðîñòà íàñåëåíèÿ
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è òó æå ñòàöèîíàðíóþ êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ñòðàí ìîæåò
èìåòü ðàçëè÷íûå òåêóùèå çíà÷åíèÿ êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè. Ñîãëàñíî ìîäåëè Ñî-
ëîó, ÷åì äàëüøå îòñòîèò òåêóùèå çíà÷åíèå êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè îò ñòàöèîíàðíî-
ãî, òåì áîëåå âûñîêèå òåìïû åå ðîñòà áóäóò íàáëþäàòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îòñòàþùèå
ñòðàíû áóäóò äîãîíÿòü ïåðåäîâûå, ò.å äîëæíà èìåòü ìåñòî àáñîëþòíàÿ êîíâåðãåíöèÿ.

Òåì íå ìåíåå, íà ïðàêòèêå ýòîãî íå íàáëþäàåòñÿ, òàê êàê ðàçíûå ñòðàíû èìåþò
ðàçíûå íîðìû ñáåðåæåíèÿ è àìîðòèçàöèè, òåìïû ðîñòà íàñåëåíèÿ è òåõíîëîãèè, à
çíà÷èò è ðàçíûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Ïðè ýòîì, òå ñòðàíû òåêóùèå çíà÷åíèå êàïè-
òàëîâîîðóæåííîñòè êîòîðûõ äàëüøå îòñòàåò îò èõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé, äîëæíû
ðàçâèâàòüñÿ áûñòðåå, ò.å. èìååò ìåñòî îòíîñèòåëüíàÿ êîíâåðãåíöèÿ.

3.2.4 Ìîäåëü Ñîëîó ñ òðóäîñáåðåãàþùèì òåõíè÷åñêèì ïðîãðåññîì (AL-
ìîäåëü)

Äî ñèõ ïîð â ìîäåëè òåõíîëîãèÿ ñ÷èòàëàñü íåèçìåííîé, ñëåäîâàòåëüíî, êàïèòàëî-
âîîðóæåííîñòü è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå òàêæå ÿâ-
ëÿþòñÿ íåèçìåííûìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ýêîíîìè÷åñêèì ðåàëèÿì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ó÷åñòü òîò ôàêò, ÷òî òåõíîëîãèè ïîä âëèÿíèåì ÍÒÏ ïîñòîÿííî ìåíÿþòñÿ, íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ÍÒÏ â ìîäåëè. Ó÷åñòü ýòî âëèÿíèå ìîæíî ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçíûì òèïàì ÍÒÏ: íåéòðàëüíûé, êàïèòàëîñáåðåãàþùèé è
òðóäîñáåðåãàþùèé.

Íåéòðàëüíûé ÍÒÏ ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè ïðîäóêöèþ ïðè ìåíüøèõ çàòðàòàõ
êàïèòàëà è òðóäà:

Y = F (K,L,A) = AF (K,L). (145)

Êàïèòàëîñáåðåãàþùèé ÍÒÏ óâåëè÷èâàåò âûïóñê çà ñ÷åò ïîâûøåíèÿ ýôôåê-
òèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ êàïèòàëà:

Y = F (K,L,A) = F (AK,L). (146)

Òðóäîñáåðåãàþùèé ÍÒÏ óâåëè÷èâàåò âûïóñê çà ñ÷åò ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâ-
íîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òðóäà:

Y = F (K,L,A) = F (K,AL). (147)

Åñëè ñ÷èòàòü ÍÒÏ èìååò ïîñòîÿííûé òåìï ðîñòà:

dA

dt
/A = g, (148)

òî òîëüêî òðóäîñáåðåãàþùèé ÍÒÏ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ýêîíîìèêè.

Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ñ ó÷åòîì òðóäîñáåðåãàþùåãî ÍÒÏ:

dK

dt
+ σKt = sF (Kt, At, Lt). (149)

Ïåðåïèøåì óñëîâèå (149) äëÿ îäíîãî ýôôåêòèâíîãî ðàáîòíèêà:

dK
dt

AtLt
+
σKt

AtLt
=
sF (Kt, At, Lt)

AtLt
= sF

(
Kt

AtLt
, 1

)
. (150)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ kA = Kt
AtLt

è yA = Yt
AtLt

. Òîãäà ïîëó÷àåì:

dkA
dt

=
d
(

Kt
AtLt

)
dt

=
dK
dt
AL−K d(AL)

dt

(AL)2
=

dK
dt
AL− AK dL

dt
− LK dA

dt

(AL)2
=

dK
dt

AL
−

dL
dt

L

K

AL
−

dA
dt

A

K

AL

=
dK
dt

AL
− K

AL

(
dL
dt

L
+

A
dt

A

)
=

dK
dt

AL
− kA(n+ g). (151)

Îòñþäà
dK
dt

AL
=
dkA
dt

+ kA(n+ g), (152)

ïîäñòàâëÿÿ (152) â (150) ïîëó÷àåì:

dkA
dt

+ kA(n+ g) + σkA = sf(kA).

Ñëåäîâàòåëüíî èìååì:

dkA
dt

= sf(kA)− kA(n+ σ + g). (153)

Óðàâíåíèå (153) îïèñûâàåò íàêîïëåíèå êàïèòàëà ïðè íàëè÷èè òðóäîñáåðåãàþùåãî
ÍÒÏ. Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ïðè êîòîðîì dkA

dt
= 0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:

sf(k∗A) = k∗A(n+ σ + g). (154)

Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè êàïèòàë íà îäíîãî ýôôåêòèâíîãî ðàáîòíèêà kA ïîñòî-
ÿíåí, ñëåäîâàòåëüíî, yA = f(kA) è cA = (1− s)yA òîæå ïîñòîÿííû. À òàê êàê

kA =
k

A
→ k = AkA,

òî êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà y è ïîòðåáëåíèå c â ñòàöèîíàð-
íîì ñîñòîÿíèè äîëæíû ðàñòè ñ òåìïîì g ÍÒÏ. Ïðè ýòîì çàïàñ êàïèòàëà K è óðîâåíü
âûïóñêà Y â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ðàñòóò ñ òåìïîì (n + g). Íîðìà ñáåðåæåíèÿ,
íîðìà àìîðòèçàöèè è ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ âëèÿþò òîëüêî íà òðàåêòîðèþ ïå-
ðåõîäà ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ, íî íå âëèÿþò íà òåìïû ðîñòà â ñòàöèîíàðíîì
ñîñòîÿíèè.

Òàêèì îáðàçîì, òåìï ðîñòà ýêîíîìèêè âûïóñê íà äóøó íàñåëåíèÿ ïðè ïîëíîé
çàíÿòîñòè â ìîäåëè Ñîëîó ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òåìïîì ðîñòà ÍÒÏ. Íî èç ýòîé
ìîäåëè îñòàåòñÿ ïîëíîñòüþ íåïîíÿòíûì, ÷åì îïðåäåëÿåòñÿ òåìï ñàìîãî ÍÒÏ.
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4 Ìîäåëè ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà äëÿ îñíîâíûõ ôîí-

äîâ

4.1 Ïîíÿòèÿ îñíîâíîãî êàïèòàëà è îñíîâíûõ ôîíäîâ

Ïîíÿòèå îñíîâíîãî êàïèòàëà âîçíèêëî â ïðàêòèêå ãîñóäàðñòâåííîé ñòàòèñòèêè ÐÔ
â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì ê ðûíî÷íîé ýêîíîìèêå è âíåäðåíèåì ñèñòåìû íàöèîíàëüíîãî
ñ÷åòîâîäñòâà.

Îñíîâíûå ôîíäû (îñíîâíîé êàïèòàë) � ýòî ÷àñòü íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà, ñî-
çäàííàÿ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà, êîòîðàÿ äëèòåëüíîå âðåìÿ íåîäíîêðàòíî èëè ïî-
ñòîÿííî èñïîëüçóåòñÿ â íåèçìåííîé íàòóðàëüíî-âåùåñòâåííîé ôîðìå â ýêîíîìèêå è
ïîñòåïåííî ïåðåíîñèò ñâîþ ñòîèìîñòü íà ñîçäàâàåìûå ïðîäóêòû è óñëóãè.

Â ïðàêòèêå ó÷åòà ê îñíîâíûì ôîíäàì îòíîñÿò ìàòåðèàëüíûå è íåìàòåðèàëüíûå
îáúåêòû ñî ñðîêîì ñëóæáû íå ìåíåå ãîäà è ñòîèìîñòüþ âûøå îïðåäåëåííîé âåëè÷è-
íû, óñòàíîâëåííîé â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ öåí íà ïðîäóêöèþ êàïèòàëîñîçäàþùèõ
îòðàñëåé.

Â ñîñòàâ ìàòåðèàëüíûõ îñíîâíûõ ôîíäîâ âêëþ÷àþò: çäàíèÿ, ñîîðóæåíèÿ,
ìàøèíû è îáîðóäîâàíèå, èçìåðèòåëüíûå è ðåãóëèðóþùèå ïðèáîðû è óñòðîéñòâà, æè-
ëèùà, âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíèêó è îðãòåõíèêó, òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà, èíñòðóìåíò,
ïðîèçâîäñòâåííûé è õîçÿéñòâåííûé èíâåíòàðü, ðàáî÷èé, ïðîäóêòèâíûé è ïëåìåííîé
ñêîò, ìíîãîëåòíèå íàñàæäåíèÿ è ïðî÷èå âèäû ìàòåðèàëüíûõ îñíîâíûõ ôîíäîâ.

Ê íåìàòåðèàëüíûì îñíîâíûì ôîíäàì (íåìàòåðèàëüíûì àêòèâàì) îòíîñÿò:
êîìïüþòåðíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, áàçû äàííûõ, îðèãèíàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ
ðàçâëåêàòåëüíîãî æàíðà, ëèòåðàòóðû è èñêóññòâà, íàóêîåìêèå ïðîìûøëåííûå òåõ-
íîëîãèè, ïðî÷èå íåìàòåðèàëüíûå îñíîâíûå ôîíäû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè èí-
òåëëåêòóàëüíîé ñîáñòâåííîñòè è èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ îãðàíè÷åíî óñòàíîâëåííûìè
äëÿ íèõ ïðàâàìè âëàäåíèÿ.

Ïî âèäàì îñíîâíûå ôîíäû (ÎÔ) äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå ãðóïïû:

• çäàíèÿ;

• ñîîðóæåíèÿ;

• ìàøèíû è îáîðóäîâàíèå;

• òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà.

Ìàøèíû, îáîðóäîâàíèå è òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà îáðàçóþò àêòèâíóþ ÷àñòü ÎÔ,
ò.í. ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè.

Äëÿ îïèñàíèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòèê, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ èãðàåò ñïåöèôè÷åñêóþ ðîëü â ðàñ÷åòå ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ÎÔ.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4.1. Ïîëíàÿ ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñòîèìîñòü � ýòî ñòîèìîñòü
îñíîâíûõ ôîíäîâ â öåíàõ, ó÷èòûâàþùèõñÿ ïðè èõ ïîñòàíîâêå íà áàëàíñ.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4.2. Îñòàòî÷íàÿ ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñòîèìîñòü ÎÔ � ýòî
ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñòîèìîñòü îñíîâíûõ ôîíäîâ çà âû÷åòîì èçíîñà íà äàòó îïðåäåëå-
íèÿ.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4.3. Âîññòàíîâèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü ÎÔ � ýòî ðàñ÷åòíûå
çàòðàòû íà âîññîçäàíèå â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ èõ òî÷íîé êîïèè ñ èñïîëüçîâàíèåì
àíàëîãè÷íûõ ìàòåðèàëîâ è ñîõðàíåíèåì âñåõ ýêñïëóàòàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4.4. Îñòàòî÷íàÿ âîññòàíîâèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü ÎÔ �
ýòî ñòîèìîñòü îñíîâíûõ ôîíäîâ, íå ïåðåíåñåííàÿ íà ñîçäàâàåìûé ïðîäóêò. Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ïåðåîöåíêè ÎÔ êàê ðàçíèöà ìåæäó ïîëíîé âîññòàíîâè-
òåëüíîé ñòîèìîñòüþ ÎÔ ì äåíåæíîé îöåíêîé èçíîøåííîñòè èíâåíòàðíûõ îáúåê-
òîâ ïî äàííûì áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4.5. Áàëàíñîâàÿ ñòîèìîñòü ÎÔ � ýòî ñòîèìîñòü îñíîâíûõ
ôîíäîâ íà ìîìåíò ïîñòàíîâêè íà ó÷åò â áóõãàëòåðñêîì áàëàíñå. Ýòî ñìåøàííàÿ
îöåíêà, ò.ê. ÷àñòü îáúåêòîâ ÷èñëèòñÿ íà áàëàíñàõ ïî âîññòàíîâèòåëüíîé ñòîè-
ìîñòè íà ìîìåíò ïîñëåäíåé ïåðåîöåíêè, à ÎÔ, ââåäåííûå ïîñëå äàííîãî ìîìåíòà,
÷èòûâàþòñÿ ïî ïåðâîíà÷àëüíîé ñòîèìîñòè.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4.6. Òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ÎÔ � ýòî ñòîèìîñòü îñíîâíûõ
ôîíäîâ íà òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ñ ó÷åòîì äâèæåíèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ.

Îñíîâíûìè ïîêàçàòåëÿìè, õàðàêòåðèçóþùèìè äâèæåíèå îñíîâíûõ ôîíäîâ, ÿâëÿ-
þòñÿ ïîñòóïëåíèå è âûáûòèå ÎÔ.

Ïîñòóïëåíèå ÎÔ âêëþ÷àåò ôîíäû, ïðèíÿòûå íà áàëàíñ ïðåäïðèÿòèÿ â ðåçóëü-
òàòå

• ïðèîáðåòåíèÿ, ñîîðóæåíèÿ èëè èçãîòîâëåíèÿ;

• âíåñåíèÿ ó÷ðåäèòåëÿìè â ñ÷åò èõ âêëàäîâ â óñòàâíûé êàïèòàë;

• ïîëó÷åíèÿ ïî äîãîâîðó äàðåíèÿ è â èíûõ ñëó÷àÿõ áåçâîçìåçäíîãî ïîëó÷åíèÿ;

• äðóãèõ ïîñòóïëåíèé.

Èç îáùåé ñóììû ïîñòóïèâøèõ ôîíäîâ âûäåëÿþò ââåäåííûå â îò÷åòíîì ïåðèîäå íîû-
âå ÎÔ.

Âûáûòèå ÎÔ ìîæåò ïðîèñõîäèòü â ðåçóëüòàòå èõ ïðîäàæè, ñïèñàíèÿ â ñëó÷àå
èõ ìîðàëüíîãî èëè ôèçè÷åñêîãî èçíîñà, ïåðåäà÷è â âèäå âêëàäà â óñòàâíûé êàïèòàë
äðóãèõ îðãàíèçàöèé, ëèêâèäàöèè ïðè àâàðèÿõ, ïåðåäà÷è ïî äîãîâîðàì äàðåíèÿ, ïå-
ðåäà÷è â êàçíó è ïî äðóãèì ïðè÷èíàì. Èç îáùåãî îáúåìà âûáûòèÿ âûäåëÿþò äàííûå
î ëèêâèäèðîâàííûõ çà ãîä ÎÔ.

Èíäåêñû ôèçè÷åñêîãî îáúåìà ÎÔ ïîêàçûâàþò ðîñò îáúåìà ÎÔ â ñîïîñòàâè-
ìûõ öåíàõ. Îöåíêè ôèçè÷åñêèõ îáúåìîâ ÎÔ, ò.å. îáúåìîâ, èçìåðåííûõ â ñîïîñòàâè-
ìûõ öåíàõ, íåîáõîäèìû è äëÿ ñîèçìåðåíèÿ îáúåìà è äèíàìèêè ôîíäîâ ñ ôèçè÷åñêèì
îáúåìîì è äèíàìèêîé ïðîäóêöèè, à òàêæå ñ äðóãèìè ôàêòîðàìè ïðîèçâîäñòâà.

Ìåæäó ïðîäóêöèåé è ÎÔ ñóùåñòâóþò ïðÿìûå è îáðàòíûå ñâÿçè, ïðîäóêöèÿ è
åå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè èíâåñòèöèé â îñíîâíûå ôîíäû. Ïîýòîìó
ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ÂÂÏ äîëæíû áûòü òîæäåñòâåííû ýëåìåíòàì âîñïðîèç-
âîäñòâà ôèçè÷åñêîãî îáúåìà ÎÔ. Òîëüêî â òàêîì ñëó÷àå èìåþò ñòðîãèé ñìûñë ôîí-
äîîòäà÷à, ôîíäîâîîðóæåííîñòü è äðóãèå ïîêàçàòåëè, ñâÿçûâàþùèå îáúåì ÎÔ ñ ôàê-
òîðàìè ïðîèçâîäñòâà è âûïóñêîì ïðîäóêöèè.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4.7. Ñòåïåíü (êîýôôèöèåíò) èçíîñà � îòíîøåíèå íàêîï-
ëåííîãî ê îïðåäåëåííîé äàòå èçíîñà èìåþùèõñÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ (ðàçíèöû èõ ïîë-
íîé ó÷åòíîé è îñòàòî÷íîé áàëàíñîâîé ñòîèìîñòè) ê ïîëíîé ó÷åòíîé ñòîèìîñòè
ýòèõ îñíîâíûõ ôîíäîâ íà òó æå äàòó â ïðîöåíòàõ.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4.8. Èçíîñ ÎÔ � ýòî ÷àñòè÷íàÿ èëè ïîëíàÿ óòðàòà ÎÔ ïî-
òðåáèòåëüñêèõ ñâîéñòâ è ñòîèìîñòè â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè ïîä âîçäåéñòâèåì
ñèë ïðèðîäû è âñëåäñòâèå òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà.
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Èçíîñ âûðàæàåòñÿ êàê â ó÷àùåíèè ïîëîìîê, ñíèæåíèè âûïóñêà, òàê è â ïîëíîì
ôàêòè÷åñêîì âûõîäå èç ñòðîÿ ÎÔ. Íîðìû è ìåòîäû íà÷èñëåíèÿ èçíîñà îïðåäåëÿþòñÿ
ïîðÿäêîì áóõãàëòåðñêîãî, íàëîãîâîãî è ñòàòèñòè÷åñêîãî ó÷åòà.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4.9. Íîðìàòèâíûé ñðîê ñëóæáû � ñðîê ôèçè÷åñêîãî è ìî-
ðàëüíîãî èçíîñà ÎÔ.

Â òå÷åíèå íîðìàòèâíîãî ñðîêà ýêñïëóàòàöèè äîëæíû áûòü ïîëíîñòüþ âîçìåùå-
íû ôèíàíñîâûå ðåñóðñû, èíâåñòèðîâàííûå â ÎÔ. Ïî èñòå÷åíèè íîðìàòèâíîãî ñðîêà
ñëóæáû íà÷èñëåíèå àìîðòèçàöèè ïðåêðàùàåòñÿ. Ïðåêðàùåíèå íà÷èñëåíèÿ àìîðòè-
çàöèè ïî èñòå÷åíèè íîðìàòèâíîãî ñðîêà ñëóæáû íå îçíà÷àåò àâòîìàòè÷åñêîãî ïðå-
êðàùåíèÿ ýêñïëóàòàöèè ïîëíîñòüþ àìîðòèçèðîâàííîãî îáúåêòà ÎÔ. Íàïðîòèâ, ôàê-
òè÷åñêèé ñðîê ýêñïëóàòàöèè îñíîâíûõ ôîíäîâ ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü íîð-
ìàòèâíûé.

4.2 Ìîäåëè îñíîâíîãî êàïèòàëà

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè îñíîâíîãî êàïèòàëà âàæíåéøèìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðîáëå-
ìû: îïèñàíèå çàïàñà êàïèòàëà è îïèñàíèå äâèæåíèÿ êàïèòàëà.

Êîíöåïöèè çàïàñà êàïèòàëà. Â íåîêëàññè÷åñêîé òåîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè
êîíöåïöèè çàïàñà êàïèòàëà:

• êàïèòàë êàê ôîíä æèçíåííî íåîáõîäèìûõ áëàã;

• êàïèòàë êàê íàáîð êîëè÷åñòâ ãåòåðîãåííûõ êàïèòàëüíûõ áëàã;

• êàïèòàë êàê ñòîèìîñòíàÿ âåëè÷èíà.

¾Êîëè÷åñòâî êàïèòàëà¿ K, äîñòóïíîãî ýêîíîìèêå â íà÷àëå ïðîèçâîäñòâåííîãî ïå-
ðèîäà, ìîæåò áûòü çàäàíî â ñòîèìîñòíûõ âåëè÷èíàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ îïðåäåëåííîå
êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ â íåãî òîâàðîâ.

Ñòîðîííèêè êîíöåïöèè êàïèòàëà ¾êàê ôîíäà æèçíåííî íåîáõîäèìûõ áëàã¿ ñòðå-
ìèëèñü âûðàæàòü çàïàñ êàïèòàëà â ýêîíîìèêå â òåðìèíàõ ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã (íà-
ïðèìåð, ÷åðåç çåðíî, æåëåçî è ò.ä.). Ïðè ýòîì êàïèòàë ðàññìàòðèâàëñÿ êàê äîïîëíå-
íèå ê ïðèðîäíûì ôàêòîðàì ïðîèçâîäñòâà � òðóäó è çåìëå, èñïîëüçóåìûì â òå÷åíèå
ïåðèîäà ïðîèçâîäñòâà ïåðâîíà÷àëüíûõ ðàñõîäîâ íà óñëóãè äàííûõ ôàêòîðîâ äî ìî-
ìåíòà âûïóñêà ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã.

Ýòî ïîíÿòèå ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå çðåíèÿ, ÷òî êàïèòàë ïðîèñõîäèò îò èíâåñòèðîâà-
íèÿ ïðîøëûõ ñáåðåæåíèé, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîäðàçóìåâàþò âîçäåðæàíèå îò
ïîòðåáëåíèÿ. Îäíàêî íåïðåîäîëèìû òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïîèñêàìè ôèçè÷åñêîé
ìåðû ðåàëüíîãî êàïèòàëà â òåðìèíàõ ôîíäà æèçíåííî íåîáõîäèìûõ áëàã. Êàïèòàë â
íàòóðàëüíîì èçìåðåíèè íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì îò ïåðåìåííûõ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîòîðûõ îí, â ò.÷. è ïðåäíàçíà÷åí. Íàïðèìåð, ïðè èçìåíåíèè ñòàâêè ïðîöåíòà îáû÷íî
áóäóò èçìåíÿòüñÿ è îòíîñèòåëüíûå öåíû è, ñîîòâåòñòâåííî, òàêæå áóäóò èçìåíÿòüñÿ
ïðîïîðöèè ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàåòñÿ êàïèòàë.

Ñòîðîííèêè êîíöåïöèè êàïèòàëà ¾êàê âåêòîðà ãåòåðîãåííûõ êàïèòàëüíûõ áëàã¿
ñ÷èòàþò, ÷òî çàïàñ êàïèòàëà â ýêîíîìèêå çàäàí â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà ñïåöèôè-
÷åñêèõ êàïèòàëüíûõ áëàã. Ïðè÷åì, âåêòîðîì êàïèòàëüíûõ áëàã ìîæåò áûòü ëþáîé
âåêòîð, íåçàâèñèìûé îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Íîðìà ÷èñòîé ïðèáûëè i-ãî
êàïèòàëüíîãî áëàãà ri ðàâíà:

ri =
πi − hiPi

Pi
, i = 1, 2, . . . , l,
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ãäå πi � öåíà óñëóãè; Pi � öåíà i-ãî êàïèòàëüíîãî áëàãà; hi � çàäàííàÿ íîðìà àìîðòè-
çàöèè.

Ïî Âàëüðàñó íåîáõîäìî, ÷òîáû ïðè ðàâíîâåñèè íîðìà ÷èñòîãî äîõîäà áûëà îäè-
íàêîâîé äëÿ âñåõ êàïèòàëüíûõ áëàã, ò.å.

r1 = r2 = . . . = rl = r,

ãäå r � îáùàÿ íîðìà ÷èñòîãî äîõîäà.
Êðîìå òîãî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ¾çàêîíîì èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà¿ ðàâíîâåñíàÿ öåíà

íà ïðîèçâîäñòâî êàïèòàëüíîãî áëàãà i ki ðàâíà öåíå êàïèòàëüíîãî áëàãà:

ki = Pi, i = 1, 2, . . . , l.

Òîãäà â ðàâíîâåñèè

r =
πi − hiki

ki
, i = 1, 2, . . . l.

Îòñþäà ñòîèìîñòü i-ãî êàïèòàëüíîãî áëàãà:

ki =
πi

ri + hi
.

Îäíàêî íåò ïðè÷èí ïîëàãàòü, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíî çàäàííîì âåêòîðå ñîáñòâåííî
êàïèòàëüíûõ áëàã òðåáîâàíèÿ åäèíîé íîðìû ÷èñòîãî äîõîäà è ñîáëþäåíèå ðàâåíñòâà
ìåæäó öåíîé ïðîäàæè è çàòðàòàìè íà ïðîèçâîäñòâî äëÿ âñåõ êàïèòàëüíûõ áëàã ìîãóò
áûòü îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðåíû.

Â ðàìêàæ òðåòüåé êîíöåïöèè êàïèòàëà ¾êàê ñòîèìîñòíîé âåëè÷èíû¿ ôèçè÷å-
ñêèé ñîñòàâ êàïèòàëà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòþ ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòîèìîñòè è ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, à íå çàäà÷è ïîèñêà îòäåëüíûõ åãî ñîñòàâëÿþùèõ. Ýòî ò.í. êîíöåïöèÿ
àãðåãèðîâàííîãî êàïèòàëà. Ïðè ýòîì ïîäõîäå êàïèòàë ðàññìàòðèâàåòñÿ íàðàâíå ñ
ðûíêàìè òðóäà è çåìëè.

Ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà Ð. Ñîëîó áàçèðóåòñÿ íà íåîêëàññè÷åñêîé êîíöåïöèè
àãðåãèðîâàííîãî êàïèòàëà è çàêîíå óáûâàþùåé îòäà÷è. Ïîñêîëüêó ýêîíîìè÷åñêèé
ðîñò òðåáóåò ðàñòóùèõ êàïèòàëüíûõ çàòðàò, à âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíè-
òåëüíîé ðàáî÷åé ñèëû îãðàíè÷èâàþòñÿ ðîñòîì ñòàâêè çàðàáîòíîé ïëàòû, óáûâàþùàÿ
îòäà÷à êàïèòàëà â ìîäåëè êîìïåíñèðóåòñÿ ïîâûøåíèåì íîðìû íàêîïëåíèÿ, íåîáõî-
äèìîé äëÿ óñòîé÷èâîé òðàåêòîðèè ðîñòà. Ïðè ýòîì âûïóñê íà ðàáîòíèêà (ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü òðóäà) ðàññìàòðèâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî êàê ôóíêöèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
êàïèòàëà.

Ïîñêîëüêó êàïèòàë â îòëè÷èå îò òðóäà ñîâåðøåííî íåîäíîðîäåí â ôèçè÷åñêîì
ñìûñëå, àãðåãèðîâàòü åãî äëÿ ââåäåíèÿ â ìîäåëü ìîæíî ëèøü â ñòîèìîñòíîé ôîðìå,
ïðè÷åì ñòîèìîñòü êàïèòàëà ñëåäóåò îïðåäåëÿòü íåçàâèñèìî îò öåíû íà åãî óñëóãè,
ò.å. íîðìû ïðèáûëè.

4.2.1 Ìîäåëè äâèæåíèÿ îñíîâíîãî êàïèòàëà (îñíîâíûõ ôîíäîâ)

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ îñíîâíîãî êàïèòàëà, èñïîëüçóåìàÿ â áîëü-
øèíñòâå ïîñòêåéíñèàíñêèõ è íåîêëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

dK(t)

dt
= Kin(t)−Kout(t); (155)

Kin(t) = I(t) = sY (t); (156)

Kout(t) = βK(t); (157)

Y (t) = F (K,X, t), (158)
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Ðèñ. 16: Ìîäåëü äâèæåíèÿ îñíîâíîãî êàïèòàëà

ãäå K(t) � òåêóùèé çàïàñ îñíîâíîãî êàïèòàëà êàê ñòîèìîñòíàÿ âåëè÷èíà (ðåñóðñ);
Kin(t) � ââîä êàïèòàëà â ðåçóëüòàòå èíâåñòèöèé I(t) â ÎÊ; Kout(t) � âûáûòèå îñíîâ-
íîãî êàïèòàëà; β � íîðìà âûáûòèÿ; Y (t) � òåêùèé âûïóñê; F � ïðîèçâîäñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ; X � äðóãèå ôàêòîðû.

Ïðè ýòîì êàïèòàë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãîìîãåííûé ôàêòîð, ïðåäåëüíûé ïðîäóêò
êîòîðîãî ðàâåí ïðèáûëè:

∂Y

∂K
p = r, (159)

ãäå p � öåíà åäèíèöû òîâàðà.
Â äèñêðåòíîì âðåìåíè ìîäåëü (155)�(158) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ki+1 = Ki +Ki,in −Ki,out;

Ki,in = Ii = sYi;

Ki,out = βKi;

Yi = F (Ki, Xi),

ãäå i � íîìåð ãîäà.
Â êàòåãîðèÿõ ñèñòåìíîé äèíàìèêè Ä. Ôîððåñòåðà ìîäåëü (155)�(157) ÿâëÿåòñÿ

ìîäåëüþ èçìåíåíèÿ çàïàñà (ðèñ. 16).
Â ïîñòêåéíñèàíñêèõ ìîäåëÿõ èíâåñòèöèè, óâåëè÷èâàþùèå îáúåì ÎÔ, ôèíàíñè-

ðóþòñÿ çà ñ÷åò ñáåðåæåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ôèêñèðîâàííóþ äîëþ âàëîâîé
äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñáåðåæåíèÿ èíâåñòèðóþòñÿ ïîëíî-
ñòüþ:

I = S = sY, (160)

ãäå S � ñóììà ñáåðåæåíèé, s � íîðìà ñáåðåæåíèÿ.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü è áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü èíâåñòèöèîííîãî ïðîöåññà, ñîãëàñíî

êîòîðîé òðàíñôîðìàöèÿ âûïóñêà â èíâåñòèöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

It = (n1 · n2 · n3)Yt = sYt, (161)

ãäå It � èíâåñòèöèè â îñíîâíîé êàïèòàë â ïåðèîäå t; n1 � äîëÿ âàëîâûõ ñáåðåæåíèé â
ÂÂÏ; n2 � äîëÿ âàëîâûõ íàêîïëåíèé â âàëîâûõ ñáåðåæåíèÿõ; n3 � äîëÿ èíâåñòèöèé
â îñíîâíîé êàïèòàë â íàêîïëåíèÿõ; Yt � âûïóñê â ïåðèîäå t; s � òåêóùàÿ íîðìà
èíâåñòèöèé â îñíîâíîé êàïèòàë.
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Íîðìà âûáûòèÿ β â óðàâíåíèè (157) îáû÷íî òðàêòóåòñÿ êàê íîðìà àìîðèçàöèè

β =
1

T0

, (162)

ãäå T0 � ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè âíîâü ââîäèìîãî êàïèòàëüíîãî áëàãà.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîäîáíàÿ òðàêòîâêà âûáûòèÿ îñíîâíîãî êàïèòàëà ìàòåìàòè-

÷åñêè ïðîñòà, ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíà íå ñîâñåì êîððåêòíà. Â ÷àñòíîñòè,
îíà íå ó÷òûâàåò ïðîöåíò, íàêàïëèâàþùèéñÿ íà àìîðòèçàöèîííûå îò÷èñëåíèÿ ñ ìî-
ìåíòà ïîñòóïëåíèÿ êàïèòàëüíîãî áëàãà â ïðîèçâîäñòâî è äî åãî çàìåíû. Ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ò.í. ¾àìîðòèçàöèþ âñëåäñòâèå èñïàðåíèÿ¿ (èëè ¾àìîðòèçàöèþ âñëåäñòâèå
ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà¿). Àìîðòèçàöÿ ïîäîáíîãî âèäà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

A = (β + r) · P, (163)

ãäå P � öåíà íîâîãî êàïèòàëüíîãî áëàãà; r � íîðìà ïðèáûëè.
Òåì íå ìåíåå, â ìîäåëè âûáûòèÿ êàïèòàëà (157) íîðìó âûáûòèÿ β íåëüçÿ îòîæ-

äåñòâëÿòü ñ íîðìîé àìîðòèçàöèè, ïîñêîëüêó â ýòîé ìîäåëè âåëè÷èíà òåêóùåãî çàïàñà
êàïèòàëà K íå ðàâíà åãî ïåðâîíà÷àëüíîé ñòîèìîñòè.

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü âûáûòèÿ ÎÔ, ïðåäëîæåííóþ Í. Îëåíåâûì:

Kout(t) = βK(t)− u(t) ·K(t), (164)

ãäå u(t) ≥ 0 � òåìï äåìîíòàæà îáîðóäîâàíèÿ.
Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò ñïèñàíèå ñòîèìîñòè äåìîíòèðîâàííîé ìîùíîñòè.
Â ìîäåëè Ð. Ñîëîó ìîäåëü äâèæåíèÿ îñíîâíîãî êàïèòàëà (155)�(157) äàåòñÿ â

ïåðåñ÷åòå íà îäíîãî çàíÿòîãî ïóòåì ââåäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ¾êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè
òðóäà¿:

k =
K

L
, (165)

ãäå L � ÷èñëåííîñòü çàíÿòûõ.
Ìîäåëü ïðèðîñòà îñíîâíîãî êàïèòàëà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆k = s · F (k)− (n+ β) · k, (166)

ãäå F (k) � ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ; n � òåìï ðîñòà ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ; β �
íîðìà âûáûòèÿ êàïèòàëà.

Â ìîäåëè Ð. Ñîëîó ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà: òðóäî-
ñáåðåãàþùèé è êàïèòàëîñáåðåãàþùèé. Êàæäûé âèä ÍÒÏ ìîäåëèðóåòñÿ ìíîæèòåëåì
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ðåñóðñå â ìîäåëè âûïóñêà (158):

Y = F (eatK, ebtL), (167)

ãäå a � òåìï êàïèòàëîñáåðåãàþùåãî ÍÒÏ; b � òåìï òðóäîñáåðåãàþùåãî ÍÒÏ.
Ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ âèäîâ ÍÒÏ ìîäåëü (167) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùèé âèä:

∆k = s · F (k)−
(
n+ β + b+ a · α

1− α

)
, (168)

ãäå α � êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ òðóäà êàïèòàëîì.
Êàïèòàë è òðóä â ìîäåëè Ð. Ñîëîó ñ÷èòàþòñÿ ïîëíîñòüþ âçàèìîçàìåíÿåìûìè; êà-

ïèòàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïëàñòè÷íîé îäíîðîäíîé ìàññû, êîòîðàÿ ìîæåò ñâîáîäíî
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Ðèñ. 17: Ìîäåëè ôóíêöèè äîæèòèÿ: à� ïðÿìîóãîëüíàÿ, á � ëèíåéíàÿ, â � ãèïåðáîëè-
÷åñêàÿ

ïðèñïîñàáëèâàòüñÿ ïîä ëþáûå ïîòðåáíîñòè. Îäíàêî ìíîãèå ýêîíîìèñòû ñïðàâåäëèâî
îöåíèëè ýòó êîíöåïöèþ êàê íåðåàëèñòè÷íóþ. Êàïèòàë ïî ñâîåìó âåùåñòâåííîìó ñî-
ñòàâó íåîäíîðîäåí, â îñîáåííîñòè â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ îìåðòâëåíèÿ ãèãàíòñêèõ
êàïèòàëîâ â íàêîïëåííûõ ñðåäñòâàõ ïðîèçâîäñòâà, è íå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ãèáêîãî
ïðèñïîñîáëåíèÿ ê áûñòðî ìåíÿþùåéñÿ ðûíî÷íîé êîíúþíêòóðå. Ìàøèíû, îáîðóäî-
âàíèå, òåõíîëîãè÷åñêèå ëèíèè, ñûðüå íàñòîëüêî ñïåöèôè÷íû â êàæäîì ñëó÷àå, ÷òî
óïîòðåáèòü èõ ñîîòâåòñòâåííî äðóãèì íóæäàì ïðàêòè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ ëèáî íåâîç-
ìîæíûì, ëèáî êðàéíå çàòðóäíèòåëüíûì.

Îòìåòèì åùå îäèí ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ìîäåëè (155)�(157). Â íåé íèêàê íå
ó÷èòûâàåòñÿ âîçðàñòíàÿ ñòðóêòóðà ÎÔ, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåò è íà âûïóñê,
è íà âûáûòèå êàïèòàëà. Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ñòàíêîâ, èìåþùèõ îäíó è
òó æå íîðìàòèâíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, íî ðàçíóþ îñòàòî÷íóþ ñòîèìîñòü â ñâÿçè ñ
ðàçíûì âîçðàñòîì, ïî ìîäåëè Ð. Ñîëîó áóäåì èìåòü ðàçíûé âûïóñê. Òàêèì îáðàçîì,
îòñóòñòâèå â ìîäåëè âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû íå ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü èçíîñ êàïèòàëà,
îò âåëè÷èíû êîòîðîãî çàâèñèò èíòåíñèâíîñòü åãî âûáûòèÿ β. Â ýòîì ñìûñëå êîýô-
ôèöèåíò β äîëæåí áûòü ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé:

• åñëè ââîä êàïèòàëà ïðåâûøàåò åãî âûáûòèå (∆K > 0), òî êàïèòàë ìîëîäååò
(ñðåäíèé âîçðàñò óìåíüøàåòñÿ) è β äîëæåí ïàäàòü;

• åñëè âûáûòèå êàïèòàëà ïðåâûøàåò åãî ââîä (∆K < 0), òî êàïèòàë ñòàðååè è β
äîëæåí âîçðàñòàòü.

4.2.2 Ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå âîçðàñòíóþ ñòðóêòóðó

Ðàññìîòðèì ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå ó÷èòûâàòü ñðîê ñëóæáû è ðàñïðåäåëåíèå îñíîâ-
íûõ ôîíäîâ ïî âîçðàñòàì. Äëÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ ñòîèìîñòüþ It, ââåäåííûõ â i-ì
ãîäó, òåêóùàÿ ñòîèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Ki(t) = S(t, d, γ)Ii, (169)

ãäå S(t, d, γ) � ôóíêöèÿ äîæèòèÿ, ïîêàçûâàþùàÿ âåðîÿòíîñòü ¾íåâûáûòèÿ¿ äàííûõ
ÎÔ â ìîìåíò âðåìåíè t; d � ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè ÎÔ; γ � ïàðàìåòð êîíêðåòíîé
ôóíêöèè äîæèòèÿ.

Íà ðèñ. 17 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ôóíêöèé äîæèòèÿ.
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Òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ÎÔ ñ ó÷åòîì ðàíåå ââåäåííûõ ÎÔ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ñëåäó-
þùåé ôîðìóëå:

KΣ(t) =
t∑

i=t0

S(t− i+ 1, d, γ)Ii, (170)

ãäå t0 � ãîä, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ó÷èòûâàëèñü çíà÷åíèÿ ââîäîâ.
Â ñâîþ î÷åðåäü, âûáûòèå îñíîâíûõ ôîíäîâ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Kout(t) = KΣ(t+ 1)−KΣ(t) + I(t). (171)

4.3 Ìîäåëèðîâàíèå ïîòåíöèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îñíîâíûõ

ôîíäîâ

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ÎÔ ñåêòîðà ýêîíîìèêè áóäåì èñïîëü-
çîâàòü äâå õàðàêòåðèñòèêè:

1. ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê ñåêòîðà ïî ÎÔ (V pot
K );

2. ïðîèçâîäñòâåííûé ïîòåíöèàë (èëè êîðîòêî � ïîòåíöèàë) ÎÔ (P V
K ).

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê ñåêòîðà ïî îñíîâíûì ôîíäàì
V pot
K ïîêàçûâàåò âîçìîæíûé âûïóñê ñåêòîðà çà ãîä ïðè íîðìàòèâíîé çàãðóçêå ìîù-
íîñòåé è ñîâåðøåííîé îðãàíèçàöèè ïðîèçâîäñòâà è ïðè óñëîâèè, ÷òî äðóãèå ðåñóðñû
èìåþòñÿ â íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå, ò.å. íå ÿâëÿþòñÿ ëèìèòèðóþùèìè ôàêòî-
ðàìè. Ïðîèçâîäñòâåííûé ïîòåíöèàë ÎÔ P V

K ïîêàçûâàåò ñóììàðíé âûïóñê ïðî-
äóêöèè, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíèç ýòèõ ÎÔ çà ïåðèîä âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ ñå-
ãîäíÿøíåãî ìîìåíòà (t0) è äî ìîìåíòà èõ ïîëíîãî èçíîñà (t0 + T0) ïðè èõ ïîëíîé
çàãðóçêå â òå÷åíèå âñåãî ñðîêà èõ ýêñïëóàòàöèè áåç ðåàíèìèðóþùèõ âîçäåéñòâèé è
äîïîëíèòåëüíûõ èíâåñòèöèé, ò.å.

P V
K =

T0∑
t=t0

V pot
K (t). (172)

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà â êà÷åñòâå âûïóñêà ðàññìàòðèâàåòñÿ äîáàâëåííàÿ ñòîèìîñòü Y ,
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ÎÔ:

Y pot
K , P Y

K .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1, t2, . . . , ti, . . . ìîìåíòû ââîäà â äåéñòâèå ÎÔ çà ñ÷åò èíâåñòèöèé
ïðîøëûõ ïåðèîäîâ. Òîãäà èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ïî ÎÔ â ýòèõ òî÷êàõ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ðåêóððåíòíîé çàïèñè:

V pot
K (ti+1) = V pot

K (ti) + ∆V in
K (ti+1)−∆V out

K (ti, ti+1), i = 0, 1, 2, . . . , (173)

ãäå ∆V in
K (ti+1) � ïðèðîñò ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ÎÔ â ìîìåíò âðåìåíè ti+1 â ðå-

çóëüòàòå ââîäà íîâûõ ÎÔ çà ñ÷åò èíâåñòèöèé ïðîøëûõ ïåðèîäîâ; ∆V out
K (ti, ti+1) �

ïàäåíèå ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ÎÔ â èíòåðâàëå (ti, ti+1) çà ñ÷åò èçíîñà.
Êàïèòàë âûáûâàåò, ïåðåíîñÿ ñâîþ ñòîèìîñòü íà âûïóñêàåìûþ ïðîäóêöèþ. Äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ââîäà è âûáûòèÿ ÎÔ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîýôôèöèåíò
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êàïèòàëîïåðåäà÷è ke, ïîä êîòîðûì ïîíèìàþòñÿ çàòðàòû êàïèòàëà, ïåðåíîñèìûå íà
åäèíèöó âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè:

ke =
K0

P V
K

, (174)

ãäå P V
K � ñòîèìîñòü âûïóùåííîé ïðîäóêöèè íà äàííûõ îñíîâíûõ ôîíäàõ çà âåñü

ïåðèîä èõ æèçíè � ñ ìîìåíòà ââîäà â ýêñïëóàòàöèþ äî èõ ïîëíîãî èçíîñà; K0 �
ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñòîèìîñòü ÎÔ.

Êîýôôèöèåíò êàïèòàëîïåðåäà÷è èìååò ñõîäíûé ñìûñë ñ êîýôôèöèåíòàìè ìàòå-
ðèàëüíûõ è òðóäîâûõ çàòðàò, êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà åäèíèöó ïðîäóêöèè.

Íå ñëåäóåò ïóòàòü äàííûé êîýôôèöèåíò ñ íîðìîé àìîðòèçàöèè, êîòîðàÿ ïî ñìûñ-
ëó òàêæå îòðàæàåò ïåðåíîñ ñòîèìîñòè ÎÔ íà ãîòîâóþ ïðîäóêöèþ, íî ðàññ÷èòûâàåòñÿ
â ïðîöåíòàõ ê ïåðâîíà÷àëüíîé (âîññòàíîâèòåëüíîé) ñòîèìîñòè îáúåêòà àìîðòèçèðó-
åìîãî èìóùåñòâà è íå çàâèñèò îò âûïóñêà ïðîäóêöèè.

Ââåäåííûé êîýôôèöèåíò êàïèòàëîïåðåäà÷è òàêæå îòëè÷àåòñÿ îò øèðîêî èñïîëü-
çóåìîãî â íåîêëàññè÷åñêèõ è ïîñòêåéíñèàíñêèõ ìîäåëÿõ ïîíÿòèÿ ¾êàïèòàëîåìêîñòü¿.
Êàïèòàëîåìêîñòü ïîêàçûâàåò îáúåì îñíîâíîãî êàïèòàëà, íåîáõîäèìîãî äëÿ âûïóñ-
êà ïðîäóêöèè, òîâàðîâ, óñëóã ñòîèìîñòüþ â 1 äåíåæíóþ åäèíèöó. Êàïèòàëîåìêîñòü
äëÿ êîíêðåòíîãî îò÷åòíîãî ãîäà îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì äåëåíèÿ ñòîèìîñòè ÎÔ íà îáúåì
ïðîäóêöèè â äåíåæíîì âûðàæåíèè, âûïóñêàåìîé çà îäèí ãîä íà ýòèõ ôîíäàõ:

k =
K0

V
. (175)

Íàïðèìåð, åñëè ñòîèìîñòü ÎÔ ïðåäïðèÿòèÿ ñîñòàâëÿåò 10 ìëí.ðóá. è â ãîä îíî âû-
ïóñêàåò ïðîäóêöèþ ñòîèìîñòüþ â 2 ìëí.ðóá., òî êàïèòàëîåìêîñòü ïðîäóêöèè ðàâíà
k = 10/2 = 5, ò.å. 5 ðóáëåé îñíîâíîãî êàïèòàëà íà 1 ðóáëü âûïóñêàåìîé ïðîäóêöè.

Â îòëè÷èå îò êîýôôèöèåíòà êàïèòàëîïåðåäà÷è, êàïèòàëîåìêîñòü ïîêàçû-
âàåò íå ïåðåíåñåííûé íà ïðîäóêöèþ êàïèòàë, à ó÷àñòâóþùèé â åå ïðîèçâîäñòâå. Ïðè
ýòîì íå ÿñíû çàòðàòû (âûáûòèå) êàïèòàëà, ñâÿçàííûå ñ åäèíèöåé ïðîäóêöèè. Êàïè-
òàëîåìêîñòü ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì â ïîñòêåéíñèàíñêèõ ìîäåëÿõ ýêîíîìè-
÷åñêîãî ðîñòà, íàïðèìåð, â ìîäåëè Õàððîäà-Äîìàðà ýòà âåëè÷èíà ïðèñóòñòâóåò ïîä
íàçâàíèåì ¾êàïèòàëüíûé êîýôôèöèåíò¿. Ïðàâäà, â êà÷åñòâå âûïóñêà â ýòèõ ìîäåëÿõ
ðàññìàòðèâàåòñÿ äîáàâëåííàÿ ñòîèìîñòü.

Êîýôôèöèåíò êàïèòàëîïåðåäà÷è ïîçâîëÿåò îöåíèòü îáúåì ÎÔ ∆kout, âûáûâàþ-
ùèõ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà V åäèíèö ïðîäóêöèè:

∆kout = keV. (176)

Â åâðîïåéñêîé ëèòåðàòóðå ïðîöåññ êàïèòàëîïåðåäà÷è îïèñûâàåòñÿ åùå ñ ïîìî-
ùüþ ò.í. èíòåíñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ êàïèòàëà (ÈÏÊ), ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ
÷àñòü äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî èíâåñòèðîâàòü â îñíîâíîé êàïè-
òàë äëÿ âîçìåùåíèÿ åãî âûáûòèÿ ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ ïðîñòîãî âîñïðîèçâîäñòâà.
Òàêèì îáðàçîì, ÈÏÊ � ýòî âîññòàíîâèòåëüíûå çàòðàòû êàïèòàëà, ïðèõîäÿùèåñÿ íà
åäèíèöó äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè.

Ìåæäó êîýôôèöèåòîì êàïèòàëîïåðåäà÷è è ÈÏÊ ñóùåñòâóåò î÷åâèäíàÿ ñâÿçü:

ie(V −M) = keV, (177)

ãäå ie � ÈÏÊ, V � âàëîâîé âûïóñê, M � ïðîìåæóòî÷íîå ïîòðåáëåíèå.
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4.3.1 Äèíàìèêà ÈÏÊ â ìîäåëè Ð. Ñîëîó

Â ìîäåëè Ð. Ñîëîó èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ êàïèòàëà (ÈÏÊ) äëÿ ïðîèçâî-
äèìîé ïðîäóêöèè ðàâíà:

ie = kin/y, (178)

ãäå kin � ïðèáûòèå êàïèòàëà â ïåðåñ÷åòå íà îäíîãî ðàáî÷åãî; k � êàïèòàë, ïðèõîäÿ-
ùèéñÿ íà îäíîãî ðàáî÷åãî, y = F (k) � âûïóñê íà îäíîãî ðàáî÷åãî.

Ñîãëàñíî ìîäåëè âûáûòèÿ êàïèòàëà (157) kin = β · k.
Ïîñêîëüêó y = ka, òî äëÿ ÈÏÊ áóäåì èìåòü:

ie = βk1−a, (179)

ãäå k ñîãëàñíî ìîäåëè äèíàìèêè êàïèòàëà, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óðàâíå-
íèÿ:

dk

dt
= ska − βk. (180)

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (180) èìååò ñëåäóþùèé âèä äëÿ a 6= 0 è a 6= 1:

k(t) =

(
(k(0)1−a − s/β) · e−

βta2

1−a + s/β

)1/(1−a)

.

Â ñàìîì ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå a = 0, 5. Ïðè òàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà áóäåì
èìåòü ñëåäóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (180):

k(t) =
(

(
√
k(0)− s/β) · e−

βt
2 + s/β

)2

. (181)

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ÈÏÊ ðàâíà:

ie(t) = β
(

(
√
k(0)− s/β) · e−

βt
2 + s/β

)
. (182)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè t = 0 ÈÏÊ ïðîïîðöèîíàëåí çàïàñó êàïèòàëà:

ie(0) = β
√
k(0).

Ïðè t→∞ ÈÏÊ ïðîïîðöèîíàëåí çàïàñó êàïèòàëà:

ie(∞) = s.

Èç ðàâåíñòâà ie(0) = ie(∞) ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå s, ïðè êîòîðîì ÈÏÊ
ñòàáèëüíà: ýòî óñëîâèå ïðîñòîãî âîñïðîèçâîäñòâà:

s = β
√
k(0).

Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè Ð. Ñîëîó ëþáîå èçìåíåíèå âûïóñêà y âåäåò ê èçìåíåíèþ
èíòåíñèâíîñòè ïîòðåáëåíèÿ êàïèòàëà, áîëåå òîãî, ýòî èçìåíåíèå çàâèñèò îò íà÷àëü-
íîãî çàïàñà êàïèòàëà (182). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î áåññìûñëåííîñòè
èçìåðåíèÿ ÈÏÊ â îòðàñëÿõ ýêîíîìèêè.

43



Ðèñ. 18: Ìîäåëü ïðèðîñòà ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ÎÔ

4.3.2 Îöåíêà ïðèðîñòà ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ÎÔ

Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû ïðèðîñòà ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ÎÔ ∆V in
K çà ñ÷åò èíâåñòè-

öèé ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü.
Ïóñòü âíîâü ïðèîáðåòåííûå ÎÔ ñòîèìîñòüþ I èìåþò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè

ïðè íîðìàòèâíîì èñïîëüçîâàíèè (ðèñ.18):

• íîðìàòèâíûé ñðîê ñëóæáû ôîíäîâ (òåõíè÷åñêîå âðåìÿ æèçíè åäèíèöû îñíîâ-
íîãî êàïèòàëà) T0 (ëåò);

• äèíàìèêà ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà.

Äèíàìèêà ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

∆V (t) = ∆V0SK(t), (183)

ãäå ∆V0 � ïðèðîñò ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò âíîâü ïðèîáðåòåí-
íûå ÎÔ â íà÷àëüíûé ìîìåíò; SK(t) � ¾ìîäåëü äîæèòèÿ¿ åäèíèöû îñíîâíûõ ôîíäîâ,
ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ.17, íî â îòëè÷èå îò ýòèõ ìîäåëåé
èñïîëüçîâàíà ¾òðàïåöåèäàëüíàÿ¿ ìîäåëü (ðèñ.18).

Ïîòåíöèàëüíûé îáúåì ïðîäóêöèè, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü ñ äîáàâëåííûõ ÎÔ
äî èõ ïîëíîãî èçíîñà ðàâåí:

P V
K = b∆V0T0, (184)

ãäå b � êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé ïàäåíèå ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà çà ñ÷åò ñòàðå-
íèÿ ÎÔ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ëèíåéíîì ïàäåíèè ïîòåíöèàëà îò âîçðàñòà:

b =
1− a

2
, (185)

ãäå a � êîýôôèöèåíò ïîíèæåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà â êîíöå ñðîêà ñëóæáû.
Èçíîñ ÎÔ â òàêîé ìîäåëè áóäåò ïîäîáåí èçíîñó óãîëüíîãî êàðàíäàøà, ïåðåíî-

ñÿùåãî ñâîé ãðèôåëü íà áóìàãó. Ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ äëèíà êàðàíäàøà (îñòàâøèéñÿ
ñðîê ñëóæáû äî ïîëíîãî èçíîñà); òîëùèíà ëèíèè ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîýô-
ôèöèåíòà ïîíèæåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà a.

Ñîãëàñíî ìîäåëè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.18, âåëè÷èíà ïðèðîñòà ïîòåíöèàëüíîãî
âûïóñêà ÎÔ çà ñ÷åò èíâåñòèöèé ðàâíà:

∆V (t) = ∆V0

(
1 +

a− 1

T0

t

)
=

I

b(keT0)

(
1 +

a− 1

T0

t

)
. (186)
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Äëÿ äâóõ êðàéíèõ ñëó÷àåâ ¾ôóíêöèè äîæèòèÿ¿: a = 0 è a = 1, ñîîòâåòñòâåííî,
ïîëó÷èì:

a = 0 : ∆V (t) =
I

keT0

2 ·
(

1− t

T0

)
; (187)

a = 1 : ∆V (t) =
I

keT0

. (188)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ïîòåíöèàëüíûé
ïðèðîñò ãîäîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè çà ñ÷åò èíâåñòèöèé â ÎÔ ïðÿìî ïðîïîðöèîíà-
ëåí âåëè÷èíå ýòèõ èíâåñòèöèé è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí êîýôôèöèåíòó êàïèòà-
ëîïåðåäà÷è äëÿ âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè è ñðîêó ñëóæáû ââîäèìûõ ÎÔ. ×åì áîëüøå
ñðîê ñëóæáû ÎÔ, òåì íà áîëüøåå ÷èñëî ëåò ðàñòÿãèâàåòñÿ ïåðåíîñ êàïèòàëà íà ïðî-
äóêöèþ. Ñîâîêóïíûé ïðèðîñò ïðîäóêöèè P â ðåçóëüòàòå èíâåñòèöèé I ðàñïðåäåëÿ-
åòñÿ íà T ëåò. Òàêèì îáðàçîì, èíâåñòèðóÿ â ¾äîëãîñðî÷íûå¿ ÎÔ, ìû â çíà÷èòåëüíîé
ìåðå âêëàäûâàåì â áóäóùèå ïîêîëåíèÿ. Åñëè ìû õîòèì áûñòðîé îòäà÷è îò èíâåñòè-
öèé, òî äîëæíû èíâåñòèðîâàòü â ÎÔ ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ àìîðòèçàöèè è íèçêîé
êàïèòàëîïåðåäà÷åé.

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì íîðìû àìîðòèçàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ Íàëî-
ãîâûì êîäåêñîì:

na =
100

T0

%,

òî âûðàæåíèå (188) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆V (t) = I
na
ke
.

Àíàëèçèðóÿ ýòî âûðàæåíèå, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: â ñëó÷àå, êîãäà íîð-
ìà àìîðòèçàöèè ââîäèìûõ ÎÔ ðàâíà êîýôôèöèåíòó êàïèòàëîïåðåäà÷è äëÿ âûïóñ-
êàåìîé ïðîäóêöèè, ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê íà ââîäèìûõ ÎÔ ÷èñëåííî ðàâåí ïîëíîé
ñòîèìîñòè ýòèõ ôîíäîâ.

4.3.3 Ïîòåíöèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÎÔ

Äëÿ îöåíêè ∆Vout ïàäåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ÎÔ çà ñ÷åò èçíîñà ââåäåì â ðàñ-
ñìîòðåíèå ïîòåíöèàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ÎÔ (ÏÕ ÎÔ) vpot = fK(t), ïîêàçûâàþùóþ
ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê, êîòîðûé îáåñïå÷èëè áû ñóùåñòâîâàíèå ÎÔ â òå÷åíèå t ëåò
(t = 0, t1, t2, . . . , T0) ïðè èõ ïîëíîé çàãðóçêå ñ ó÷åòîì ñëîæèâøåãîñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
îñòàâøåãîñÿ ñðîêà ñëóæáû ÎÔ äî ïîëíîãî èçíîñà è ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé ïî
äðóãèì ôàêòîðàì, áåç ðåàíèìèðóþùèõ âîçäåéñòâèé è äîïîëíèòåëüíûõ èíâåñòèöèé
(ðèñ.19). Ââîäÿ ïîíÿòèå ÏÕ, ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîäñòâåííûé ïîòåíöèàë ÎÔ
êàê íåîòðàáîòàííûé ðåñóðñ îòðàñëè (ýêîíîìèêè) â äîëãîñòðî÷íîì ïåðèîäå. Õàðàê-
òåðèñòèêà ñòðîèòñÿ äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà âðåìåíè t.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 ïðè çàäåéñòâîâàíèè âñåõ ÎÔ ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê
ðàâåí V pot(0) = fK(0). ×åðåç âðåìÿ t = t1 â ðåçóëüòàòå âûáûòèÿ ÎÔ è ïðè îòñóò-
ñòâèè ââîäà â äåéñòâèå íîâûõ ÎÔ ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê óìåíüøèòñÿ íà âåëè÷èíó
Vout(t1) è ñîñòàâèò âåëè÷èíó V pot(t1) = fK(t1). Àíàëîãè÷íî äëÿ t = t2, . . . , T0. Ïðè
t = T0 â ðåçóëüòàòå ïîëíîãî âûáûòèÿ ÎÔ ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê ñòàíåòðàâåí íóëþ:
V pot(T0) = 0.
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Ðèñ. 19: Ïðèìåð ïîòåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ÎÔ

Ðèñ. 20: Ê ïîñòðîåíèþ ïîòåíöàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ÎÔ

Äëÿ èëëþñòðàöèè ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ÏÕ ÎÔ è ïîäõîäà ê åå ïîñòðîåíèþ âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì. Ïóñòü íåêîòîðàÿ àâèàêîìïàíèÿ èìååò N ñàìî-
ëåòîâ è êàæäûé i-ûé ñàìîëåò (i = 1, 2, . . . , N) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùåé ïàðîé
ïàðàìåòðîâ:

• Ti � îñòàâøèéñÿ ñðîê ñëóæáû äî ïîëíîãî èçíîñà;

• Vi � ãîäîâîé îáúåì ïåðåâîçîâ (âûïóñêà) ïðè óñëîâèè íîðìàëüíîé ýêñïëóàòàöèè
(ðèñ.20).

Íà ðèñóíêå êàæäîé åäèíèöå îáîðóäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòî-
ðîíàìè Ti è Vi. Óïîðÿäî÷èâ ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè ïî óáûâàíèþ Ti è ïîëîæèâ èõ äðóã
íà äðóãà, ïîëó÷èì ÏÕ ÎÔ àâèàêîìïàíèè � fK(T ), ïîêàçûâàþùóþ, êàê áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ âûïóñê ïðè ïîëíîé çàãðóçêå ÎÔ è îòñóòñòâèè èíâåñòèöèé (ñëó÷àé a = 1). Íà
ðèñóíêå V0 = fK(0) � ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê â òåêóùèé ìîìåíò, T0 � ïîëíûé ñðîê
ñëóæáû. Ïëîùàäü ïîä ÏÕ ÎÔ ÷èñëåííî ðàâíà ïîòåíöèàëüíîìó îáúåìó ïåðåâîçîê
P V
K , êîòîðûé ïîòåíöèàëüíî äîñòèæèì íà äàííîì ïàðêå ñàìîëåòîâ çà âñå îñòàâøåå-

ñÿ âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè ïðè óñëîâèè íîðìàòèâíîé çàãðóçêè. Ïîêàçàòåëü P V
K ìîæíî

òðàêòîâàòü êàê ïîòåíöèàë ÎÔ. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà V pot
0 AT0 õà-

ðàêòåðèçóåò òåêóùèé èçíîñ ÎÔ.
Òåïåðü âûÿñíèì, êàê èçìåíÿåòñÿ ÏÕ ÎÔ fk(T ) ïðè âûáûòèè è ââîäå êàïèòàëà.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè ti èìåëàñü ÏÕ ÎÔ f
(i)
K . Ïóñòü àâèàêîìïàíèÿ ïðîðàáîòàëà
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Ðèñ. 21: Èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ïðè âûáûòèè è ââîäå ÎÔ

ïðè ïîëíîé çàãðóçêå íåêîòîðûé ïåðèîä âðåìåíè [ti; ti+1] è â êîíöå ýòîãî ïåðèîäàáû-
ëè ââåäåíû ÎÔ ñòîèìîñòüþ IK çà ñ÷åò èíâåñòèöèé ïðîøëîãî ïåðèîäà. Ïðè ïîëíîé
çàãðóçêå ÎÔ çà âðåìÿ ∆Ti = ti+1− ti ïðîèçîéäåò âûáûòèå êàïèòàëà, ÷èñëåííî ðàâíîå
ïëîùàäè ÏÕ ÎÔ íà èíòåðâàëå [ti; ti+1] (ðèñ.21). Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê
óïàäåò íà âåëè÷èíó

∆VKout(ti, ti+1) = f
(i)
K (0)− f (i)

K (∆Ti). (189)

Ãðàôè÷åñêè âûáûòèå êàïèòàëà ðàâíîñèëüíî ïåðåìåùåíèþ îñè îðäèíàò â ïëîñêîñòè
ÏÕ ÎÔ íà âåëè÷èíó ∆T âïðàâî.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïàðàìåòð ρ, õàðàêòåðèçóþùèé çàãðóçêó (ñòåïåíü èñïîëü-
çîâàíèÿ) ÎÔ:

ρ(t) =
V (t)

V pot
K (t)

. (190)

Åñëè çàãðóçêà ÎÔ íåïîëíàÿ (ρ < 1), òî òå÷åíèå âðåìåíè â ïëîñêîñòè ÏÕ ÎÔ
çàìåäëÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê àñòðîíîìè÷åñêîìó âðåìåíè â ρ ðàç:

∆Ti = (t+ i+ 1− ti)ρ. (191)

Ïðè ïðîñòîå îáîðóäîâàíèÿ (ρ = 0) âûáûòèÿ êàïèòàëà íå ïðîèñõîäèò, ò.å. âðåìÿ
äëÿ ÎÔ êàê áû îñòàíàâëèâàåòñÿ. È íàîáîðîò, ïðè ðàáîòå îáîðóäîâàíèÿ â äâå è áîëåå
ñìåíû (ρ > 1) âðåìÿ äëÿ ÎÔ óñêîðÿåòñÿ è îíè èçíàøèâàþòñÿ ðàíåå íîðìàòèâíîãî
ñðîêà ñëóæáû.

Âåëè÷èíà ïàäåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà çàâèñèò îò êðóòèçíû ÏÕ ÎÔ. ×åì
áîëüøå èçíîñ ÎÔ, òåì êðó÷å ÏÕ è òåì çíà÷èòåëüíåå ïàäåíèå ïîòåíöèàëà (189) çà
îäèí è òîò æå îòðåçîê âðåìåíè.

Ââîä îñíîâíîãî êàïèòàëà â ìîìåíò âðåìåíè ti+1 çà ñ÷åò èíâåñòèöèé ïðîøëûõ
ïåðèîäîâ IK ïðèâåäåò, ñîãëàñíî (188), ê ðîñòó ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà íà âåëè÷èíó

∆VKin(ti+1) =
Ik(ti+1 − Td)

keT0

, (192)

ãäå Td � çàäåðæêà ââîäà ÎÔ (âðåìåííîé ëàã).
Ãðàôè÷åñêè ââîä îñíîâíîãî êàïèòàëà ýêâèâàëåíòåí ïåðåìåùåíèþ îñè àáñöèññ â

ïëîñêîñòè ÏÕ ÎÔ íà âåëè÷èêó ∆V in
K âíèç (ñì. ðèñ.21). Ïðè ýòîì îñü îðäèíàò ñäâèãà-

åòñÿ íà âåëè÷èíó ∆Ti âïðàâî çà ñ÷åò âûáûòèÿ êàïèòàëà çà ýòîò ïåðèîä. Â ðåçóëüòàòå

47



Ðèñ. 22: Ïðîãíîç ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ïî èíâåñòèöèÿì â ÎÔ: t1, t2, . . . , ti, . . . �
ìîìåíòû ââîäà ÎÔ

ïîëó÷èì íîâóþ ÏÕ ÎÔ f
(i+1)
K (T ) â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò V (i+1)0(i+1)T (i+1), ò.å.

f
(i+1)
K (T ) = f

(i)
K (T + ∆Ti) + ∆V in

K (ti+1). (193)

Èòîãîâûé ïðèðîñò ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ÷åðåç âðåìÿ ∆Ti áóäåò ðàâåí

∆V pot
K (ti+1) = ∆V in

K (ti+1)−∆V out
k (ti, ti+1) =

=
IK(ti+1 − Td)

keT0

− (f
(i)
K (0)− f (i)

K (∆Ti)). (194)

Âûðàæåíèÿ (189)�(194) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéýòàïû àëãîðèòìà ðàñ÷åòà äèíàìèêè
ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ÎÔ (194) â çàâèñèìîñòè îò âûáûòèÿ ÎÔ è èíâåñòèöèîííûõ
óñèëèé:

f
(ti)
K → (ñäâèã îñè îðäèíàò âïðâî íà ∆Ti = (ti+1 − ti)ρ;

ñäâèã îñè àáñöèññ âíèç íà
IK(t− Td)
kET0

)→ f
ti+1

K .

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïî ñöåíàðíî çàäàâàåìûì êàïèòàëüíûì âëîæåíè-
ÿì â ÎÔ íà ãîðèçîíòå ïðîãíîçèðîâàíèÿ

IK = IK(ti − Td), i = 0, 1, 2, ... (195)

ïðîãíîçèðîâàòü äèíàìèêó ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà ÎÔ íà ýòîì ãîðèçîíòå (ðèñ.22).

4.3.4 Îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìîé íîðìû íàêîïëåíèÿ

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íîðìû íàêîïëåíèÿ s, îáåñïå÷èâàþùåé
óñòîé÷èâûé p%-ûé ýêîíîìè÷åñêèé ïðèðîñò. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è ñ ïîìîùüþ ðàñ-
ñìîòðåííûõ âûøå ìîäåëåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÎÔ ðàáîòàþò ïðè ïîëíîé çàãðóçêå, ò.å. V (t) = V pot(t) äëÿ t ∈
[0;T ]. È ïóñòü âîçðàñòíàÿ ñòðóêòóðà ÎÔ çàäàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé,
èìåþùåé ëèíåéíûé âèä (50%-ûé èçíîñ):

fK(T ) = V pot
0 (1− T/T0), (196)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîìó âîñïðîèçâîäñòâó ÎÔ.
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Ïóñòü çà âðåìÿ ∆T = 1 ãîä çà ñ÷åò ïðèðîñòà ÎÔ ïðîèçîøåë ïðèðîñò âûïóñêà íà
q%, ò.å.

q =
V pot(∆T )

V pot(0)
− 1 =

V pot(1)

V pot(0)
− 1. (197)

Ñîãëàñíî (173) äëÿ V pot(1) ìîæíî çàïèñàòü:

V pot(1) = V pot
0 + ∆Vin(1)−∆Vout(1). (198)

Íà îñíîâàíèè (188) âûïóñê âîçðàñòàåò çà ñ÷åò èíâåñòèöèé â ÎÔ íà âåëè÷èíó

∆Vin(1) =
IK(1)

keT0

, (199)

ãäå IK(1) � èíâåñòèöèè â ÎÔ çà âðåìÿ ∆T = 1.
Ïóñòü sV � íîðìà íàêîïëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âûïóñêó V .
Òîãäà

∆Vin(1) =
sV V

pot
0

keT0

. (200)

Ñîãëàñíî (189) è (196), âûïóñê óïàäåò çà ñ÷åò âûáûòèÿ ÎÔ íà âåëè÷èó

∆Vout(1) = fK(0)− fK(1) = V pot
0 − V pot

0 (1− 1/T0) = V pot
0 /T0. (201)

Ñ ó÷åòîì (200) è (201) âûðàæåíèå (198) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V pot(1) = V pot
0

(
1 +

sV
keT0

− 1

T0

)
. (202)

Ïîäñòàâëÿÿ (202) â (197), áóäåì èìåòü:

q =
sV
keT0

− 1

T0

. (203)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (203) îòíîñèòåëüíî sV , ïîëó÷èì:

sV = (1 + qT0)ke. (204)

Ôîðìóëà (204) âûâåäåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òðóäîâûå ðåñóðñû è îáîðîòíûå
ôîíäû èìåþòñÿ â íåîáõîäèìîì êîëè÷åñòâå, ò.å. íå ÿâëÿþòñÿ ëèìèòèðóþùèìè ôàê-
òîðàìè. Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå, óñòîé÷èâûé ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò òðåáóåò ñóùåñòâåí-
íûõ èíâåñòèöèé.

Íàïðèìåð, äëÿ åæåãîäíîãî ïðèðîñòà â 5% (q=0,05) â îòðàñëè ñ T0 = 20 ëåò è
èçíîñîì ÎÔ 50% òðåáóåòñÿ íîðìà íàêîïëåíèÿ sV = 2ke, ò.å. äâîéíîé ÈÏÊ.

Äëÿ íîðìû íàêîïëåíèÿ sY , ðàññ÷èòàííîé ïî îòíîøåíèþ ê äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè
Y , àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå îòíîøåíèå:

sY = (1 + qT0)ie, (205)

êîòîðîå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü íîðìû íàêîïëåíèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ ïîòðåáëåíèÿ îñ-
íîâíîãî êàïèòàëà ie.

Ñôîðìóëèðóåì âàæíåéøåå ñâîéñòâî ÏÕ ÎÔ, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî íåñëîæíî
äîêàçàòü: ïðè ïðîñòîì âîñïðîèçâîäñòâå (sV = ke èëè sY = ie) ïîòåíöèàëüíàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà ÎÔ ñòðåìèòñÿ ê ëèíåéíîé, à èçíîñ � ê 50% íåçàâèñèìî îò èñõîäíûõ
óñëîâèé. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñâîéñòâî (ðèñ.23). Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:
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Ðèñ. 23: Äèíàìèêà ÏÕ ÎÔ ïðè ïðîñòîì âîñïðîèçâîäñòâå

1. íà÷àëüíûé èçíîñ ÎÔ ìåíüøå 50%;

2. íà÷àëüíûé èçíîñ ÎÔ áîëüøå 50%;

3. íà÷àëüíûé èçíîñ ÎÔ ðàâåí 50%.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàë îñíîâíûõ ôîíäîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò îäèíàêîâ äëÿ
âñåõ ñëó÷àåâ è ðàâåí P0. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïðè ðàâåíñâå ïëîùàäåé ïîä
ÏÕ ÎÔ áóäåì èìåòü:

V1 < V3 < V2.

Ïðè ïðîñòîì âîñïðîèçâîäñòâå ïîòåíöèàë ÎÔ P0 íå èçìåíÿåòñÿ, íî èçìåíÿåòñÿ
êîíôèãóàöèÿ ÏÕ ÎÔ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ñòàðòîâîãî èçíîñà ÎÔ.

Â ñëó÷àå (1) ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê áóäåò ðàñòè ñ âåëè÷èíû V1 äî âåëè÷èíû
V0 = 2P0/T0. Â ñëó÷àå (2) òåêóùèé ïîòåíöèàëüíûé âûïóñê áóäåò ïàäàòü ñ âåëè÷èíû
V2 äî âåëè÷èíû V0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îäíîé è òîé æå íîðìû íàêîïëåíèÿ sV = ke â
ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì íàáëþäàòü ðîñò ïîòåíöèàëüíîãî âûïóñêà â òå÷åíèå âðåìåíè T0,
à âî âòîðîì ñëó÷àå � ïàäåíèå. Â ñëó÷àå (3) ÏÕ ÎÔ áóäåòâîñïðîèçâîäèòü ñàìà ñåáÿ.
×åðåç èíòåðâàë âðåìåíè T0 âñå ÏÕ ÎÔ áóäóò èìåòü îäíó è òó æå ôîðìó (ðèñ.23.ã).
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Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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